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Introduction

ในบทนี้เราจะศึกษาการแกšระบบสมการเชิงเสšน

ระบบสมการเชิงเสšนพบไดšบŠอยในหลายปŦญหาในชีวิตจริง
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Example

สมมุติวŠาวันนี้เปŨนวันหยุด รšานอาหารปŗดหมด เรามีอาหารอยูŠในตูšเย็น 3 อยŠางคือ

Food Calories Protein Fat
Cereal 120 4 2
Mama 130 3 5
Bread 105 1 2

แตŠเราคุมน้ำหนักอยูŠ จำเปŨนจะตšองไดšแคลอรี่ 245 โดยไดšจากโปรตีน 6 กรัม และจากไขมัน 7
กรัม

คำถามคือ เราจะตšองกินอาหารเหลŠานี้อยŠางละเทŠาไร
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Example

หากเราใหš c คือจำนวนซีเรียลที่เรากิน m แทนจำนวนมามŠา และ b แทนจำนวนขนมปŦง

เราสามารถสรšางระบบสมการไดšวŠา

120c + 130m + 105b = 245

4c + 3m + 1b = 6

2c + 5m + 2b = 7

เกิดเปŨนระบบสมการเชิงเสšนที่ประกอบดšวย 3 สมการ และมีตัวไมŠทราบคŠา 3 ตัว
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Geometrically

หากเรามองในเชิงเรขาคณิตจะพบวŠา ระบบสมการขšางตšนเปŨนการตัดกันของระนาบ 3 ตัว

ที่ทั้ง 3 ระนาบอาจตัดกันไดš 3 แบบดังตŠอไปนี้

1 มีคำตอบเดียว
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Geometrically

2 ไมŠมีคำตอบ
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Geometrically

3 มีหลายคำตอบ
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In a matrix form

จากตัวอยŠาง

120c + 130m + 105b = 245

4c + 3m + 1b = 6

2c + 5m + 2b = 7

เราสามารถเขียนในรูปของ matrix ไดš120 130 105

4 3 1

2 5 2

 ∗

 c
m
b

 =

2456
7


Ax = b
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Problem deųnition

กำหนดเมทริกซŤ A ∈ Rm,n, เวคเตอรŤ b ∈ Rn และจำนวนเต็ม m,n ∈ N

เราตšองการหาคŠา x ที่ทำใหšระบบ Ax = b เปŨนจริง

จากความรูšทาง linear algebra เราทราบวŠา
▶ ถšา m = n และ A สามารถหา inverse ไดš x = A−1b (ชšาและไมŠแมŠนยำ)

▶ ถšา m > n เราจะเรียกวŠา overdetermined system อาจหาคำตอบไมŠไดš หรือมีคำตอบหาก
สมการบางสŠวนมีความสัมพันธŤเชิงเสšนตŠอกัน

▶ ถšา m < n เราจะเรียกวŠา underdetermined system อาจมีหลายคำตอบ
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Solving LSE

ในที่นี้เราจะศึกษากรณีแรกคือ A เปŨนเมทริกซŤจตุรัส (แถว = หลัก)

เราอาจสามารถแกšระบบสมการเชิงเสšนไดšเพียงแคŠหา inverse ของ A ใหšไดšแลšวนำไปคูณเขšา
กับเวคเตอรŤ b

แตŠวิธีดังกลŠาวชšาและไมŠแมŠนยำ เราจะไดšศึกษาเปรียบเทียบวิธีในการแกšระบบสมการเชิงเสšนใน
คาบปฏิบัติการ

โดยภาพรวมแลšวการแกšระบบสมการเชิงเสšนแบŠงออกเปŨน 2 แนวทางคือ
▶ Direct method: หาคำตอบโดยตรง เหมาะกับเมทริกซŤ A ขนาดไมŠใหญŠมาก เชŠนวิธี Gaussian

elimination

▶ Iterative method: หาคำตอบโดยประมาณแลšวพยายามปรับปรุงคำตอบใหšดีขึ้นเรื่อยๆ เหมาะ
กับเมทริกซŤ A ขนาดใหญŠ เชŠนวิธี Gauss-Seidel method
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Gaussian elimination

1 Forward elimination คือการจัดเมทริกซŤ A ในอยูŠในรูป upper diagonal matrix โดยใชš
elementary operations120 130 105

4 3 1

2 5 2

 →

a b c
0 d e
0 0 f

 (1)

2 Backward substitution คือการ solve หาคŠาตัวแปรทีละตัวเริ่มจากตัวแปรตัวสุดทšายa b c
0 d e
0 0 f

 ∗

x1
x2
x3

 =

h
i
j

 (2)

for example x3 = j/f
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Elementary opertations

1 การคูณตัวเลขที่มากกวŠา 0 เขšากับสมการใดๆ

2 การบวกสมการใดๆเขšาดšวยกัน
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Example

1 2 3

2 3 2

3 1 2

 ∗

x1
x2
x3

 =

 8

10

7



ลบสองเทŠาของสมการ 1 ออกจากสมการ 2 และสามเทŠาของสมการ 1 ออกจากสมการ 31 2 3

0 −1 −4

0 −5 −7

 ∗

x1
x2
x3

 =

 8

−6

−17
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Example

1 2 3

0 −1 −4

0 −5 −7

 ∗

x1
x2
x3

 =

 8

−6

−17



บวกหšาเทŠาของสมการ 2 เขšากับสมการ 31 2 3

0 −1 −4

0 0 13

 ∗

x1
x2
x3

 =

 8

−6

13


Backward substitution ใหšผลลัพธŤคือ x3 = 1, x2 = 2, x1 = 1
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In picture

จุดดอกจันเรียกวŠา pivot

แถวสีฟŜาเรียกวŠา pivot row
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So: forward elimination procedure

ในการแปลง Ax = b เปŨน A′x = b′

สำหรับ pivot row a⃗k และ aij (สมาชิกแถวที่ i หลักที่ j)

a′ij =


aij − aik

akk
akj for k < i, j ≤ n

0 for k < i ≤ n, j = k

aij else

b′i =

bi − aik
akk

bk for k < i ≤ n

bi else
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So: backward substitution procedure

xn =
bn

an,n

xn−1 =
bn−1 − an−1,nxn

an−1,n−1

xn−2 =
bn−2 − an−2,nxn − an−2,n−1xn−1

an−2,n−2

...

xi =
bi −

∑n
j=i+1 ai,jxj

ai,i

Jakramate Bootkrajang CS381: Numerical Computation & Softwares 17 / 51



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Problems with standard Gaussian elimination

อาจไมŠสามารถใชšงานไดšเมื่อจุด pivot เปŨน 0[
0 1

1 1

]
∗

[
x1
x2

]
=

[
8

−6

]

อาจไดšคำตอบที่คลาดเคลื่อนเมื่อจุด pivot มีคŠานšอยๆ (numerical error) (see Page 160
by R. Hiptmair) [

10−10 1

1 1

]
∗

[
x1
x2

]
=

[
8

−6

]
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How to avoid the problems

ถšามีเลขศูนยŤอยูŠบน pivot ใหšสลับแถวของเมทริกซŤ A ใหมŠใหšไมŠมี zero pivot

เลือกแถวที่จะเอามาทำเปŨน pivot row โดยใชšแนวทาง partial pivoting ดังนี้
1 หาคŠาสูงสุดของคŠาสัมบูรณŤของสมาชิกในแถวนั้นๆ ใหšชื่อวŠา Si, i = 1 . . .n

2 คำนวณ ratio โดยนำคŠาสัมบูรณŤของสมาชิกทุกตัวใน column ที่กำลังจะทำการ eliminate
หารดšวย Si ของแถวตน

3 เลือกแถวที่มี ratio สูงสุดมาเปŨน pivot row
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Partial pivoting example

หาสมาชิกที่มีคŠาสัมบูรณŤสูงสุดภายในแถว
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Partial pivoting example

คำนวณ ratio เพื่อที่จะทำการ eliminate ใน column แรก พบวŠา ratio ของแถวสุดทšายมีคŠาสูงสุด

ratiorow1 =
1

2
, ratiorow2 =

3

4
, ratiorow3 =

5

8
, ratiorow4 =

4

5
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Partial pivoting example

ทำการ eliminate ครั้งแรก

Jakramate Bootkrajang CS381: Numerical Computation & Softwares 22 / 51



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Partial pivoting example

คำนวณ ratio เพื่อที่จะทำการ eliminate ใน column ที่สองตŠอไป ทั้งนี้ใหšใชšคŠา Si เดิมที่หาไดš
ตั้งแตŠตšน พบวŠาเราควรใชšแถวที่ 1 เปŨน pivot row

ratiorow1 =
1.5

2
, ratiorow2 =

0.5

4
, ratiorow3 =

5.5

8
,
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Partial pivoting example

ไดšผลลัพธŤหลังการทำ eliminate เปŨน

Jakramate Bootkrajang CS381: Numerical Computation & Softwares 24 / 51



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Partial pivoting example

เมื่อสิ้นสุดการทำ forward elimination เราไดšเมทริกซŤดังนี้ ซึ่งสามารถนำไปทำ backward
substitution ตŠอไดš
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How to determine if solution is good ?

เราสามารถหาผลตŠางของ Ax กับ b ดูไดšโดยกำหนดใหš residue เปŨน

R = Ax − b (3)

เนื่องจาก Ax และ b เปŨนเวคเตอรŤ R ก็เปŨนเวคเตอรŤดšวย โดยคŠา ri แสดงผลตŠางของ xi กับ
bi

ทั้งนี้เราจะยอมรับคำตอบที่ไดšจาก algorithm เมื่อ

max
i

|ri| ≤ ϵ (4)

สำหรับคŠา ϵ ที่เรากำหนดไวšลŠวงหนšา
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Iterative method
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Iterative method

สังเกตวŠาวิธี direct method อยŠาง Gaussian elimination มุŠงหาคำตอบโดยหา A′, b′ ที่
สามารถนำไปใชšหา x ไดšโดยตรง

วิธีดังกลŠาวอาจใชšเวลาในการคำนวณนานหาก A มีขนาดใหญŠ

จึงมีแนวคิดที่จะหาคำตอบ x โดยครŠาวกŠอน แลšวคŠอยปรับปรุงคำตอบที่ไดšใหšดีขึ้นเรื่อยๆ

เราเรียกวิธีที่ปรับปรุงคำตอบไปเรื่อยๆวŠา iterative method

ในวิชานี้เราจะมารูšจักวิธี iterative method ที่มีชื่อวŠา Gauss-Seidel method
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Iterative method

หลักการพื้นฐานของวิธี iterative method
แกšสมการแตŠละสมการเพื่อหาคŠาของ xi

▶ คŠาดังกลŠาวอาจติดตัวแปรไมŠทราบคŠาอื่นๆ แตŠไมŠเปŨนไร

กำหนดคŠาเริ่มตšนของ xi โดยการเดาสุŠม

นำคŠาที่เดาสุŠมมาใชšเพื่อหาคŠาของ xi

คŠา xi ใหมŠที่ไดšจะเขšาใกลšกับคำตอบที่แทšจริงมากขึ้นเรื่อยๆ เราอาจหยุดปรับปรุงคŠา xi เมื่อคำ
ตอบที่ไดšไมŠตŠางจากคำตอบในรอบที่แลšวมากนัก
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Gauss-Seidel method

กำหนดสมการเริ่มตšน

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bns

สำหรับสมการที่ i เราจะแกšสมการเพื่อแยก xi ใหšอยูŠฝŦũงซšาย สŠวนพจนŤที่เหลือใหšยšายไปฝŦũงขวา
ใหšหมด
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Gauss-Seidel method

เราจะไดšผลลัพธŤเปŨน

x1 =
b1 − a12x2 − a13x3 − · · · − a1nxn

a11
x2 =

b2 − a21x1 − a23x3 − · · · − a2nxn
a22

...

xn =
bn − an1x1 − an2x2 − · · · − an,n−1xn−1

ann
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Gauss-Seidel method

หรือสามารถเขียนสรุปไดšเปŨน สำหรับสมการที่ i ใดๆ เราจะไดš xi มีคŠาเทŠากับ

xi =
bi −

∑n
j=1,j̸=i aijxj

aii
for i = 1, . . . ,n
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When to stop ?

เราสามารถหยุดการปรับปรุงคŠา xi เมื่อคŠาเดิมกับคŠาใหมŠมีคŠาตŠางกันนšอยกวŠา threshold ที่
กำหนดไวšลŠวงหนšา

คŠาดังกลŠาวอาจวัดโดย relative change (in percent)∣∣∣xnew
i − xold

i
xnew

i

∣∣∣× 100 < ϵ
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.

Example

Time Velocity
5 106.8
8 177.2
12 279.2

กำหนดความเร็วของจรวด ณ เวลาตŠางๆกันเปŨนดังนี้

ความเร็วของจรวดสามารถประมาณไดšโดยพนุหามกำลังสอง

เราตšองการจะหาสัมประสิทธิ์ xi ที่ทำใหšสมการเปŨนจริง

v(t) = x1t2 + x2t + x3, 5 ≤ t ≤ 12
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Example

เขียนในรูปของเมทริกซŤไดšเปŨนt21 t1 1

t22 t2 1

t23 t3 1

 ∗

x1
x2
x3

 =

v1
v2
v3


จากโจทยŤเราจะไดšระบบสมการ 25 5 1

64 8 1

144 12 1

 ∗

x1
x2
x3

 =

106.8177.2

279.2
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Example

 25 5 1

64 8 1

144 12 1

 ∗

x1
x2
x3

 =

106.8177.2

279.2


เขียนในรูปสมการที่มีคŠา xi อยูŠทางซšาย

x1 =
106.8− 5 · x2 − x3

25

x2 =
177.2− 64 · x1 − x3

8

x3 =
279.2− 144 · x1 − 12 · x2

1
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Example

เราสามารถเดาคŠา x เริ่มตšนไดšงŠายๆ x1
x2
x3

 =

12
5


แลšวปรับปรุงคŠาของ xnew

i

x1 =
106.8− 5 · 2− 5

25
= 3.672

x2 =
177.2− 64 · 3.672− 5

8
= −7.851

x3 =
279.2− 144 · 3.672− 12 · −7.851

1
= −155.36

Jakramate Bootkrajang CS381: Numerical Computation & Softwares 37 / 51



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Example

เมŠือผŠาน iteration ที่ 1 ไปเราจะไดšวŠาx1
x2
x3

 =

 3.672

−7.851

−155.35


โดยมีคŠา relative change ของ xi แตŠละตัวเปŨน

e1 =
∣∣∣3.672− 1

3.672

∣∣∣× 100 = 72.76%

e2 =
∣∣∣−7.851− 2

−7.851

∣∣∣× 100 = 125.47%

e3 =
∣∣∣−155.36− 5

−155.36

∣∣∣× 100 = 103.22%
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Example

Iteration 2 ใชšคŠา x1
x2
x3

 =

 3.672

−7.851

−155.35


จะไดšคŠาใหมŠเปŨน

x1 =
106.8− 5 · −7.851 + 155.36

25
= 12.056

x2 =
177.2− 64 · 12.056 + 155.36

8
= −54.882

x3 =
279.2− 144 · 12.056− 12 · −54.882

1
= −789.34
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.

Example

เมŠือผŠาน iteration ที่ 2 คŠา relative change ของ xi แตŠละตัวเปŨน

e1 =
∣∣∣12.056− 3.672

12.056

∣∣∣× 100 = 69.54%

e2 =
∣∣∣−54.882− 7.851

−54.882

∣∣∣× 100 = 85.69%

e3 =
∣∣∣−789.34− 155.36

−789.34

∣∣∣× 100 = 80.54%
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Example

หากทำไปเรื่อยๆจะไดšวŠา

Iteration x1 e1 x2 e2 x3 e3
1 3.672 72.767 −7.8510 125.47 −155.36 103.22
2 12.056 69.543 −54.882 85.695 −798.34 80.54
3 47.182 74.447 −255.51 78.521 −3448.9 76.852
4 193.33 75.595 −1093.4 76.632 −14440 76.116
5 800.53 75.85 −4577.2 76.112 −60072 75.963
6 3322.6 75.906 −19049 75.972 −249580 75.931

ซึ่งคŠา relative change ไมŠลูŠเขšาสูŠ 0 เลย
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What’s the problem ?

ความจริงแลšว Gauss-Seidel algorithm สามารถใชšไดšดีกับระบบสมการที่เมทริกซŤ A มี
คุณลักษณะ diagonally dominant

Diagonally dominant matrix คือเมทริกซŤที่
▶ คŠาสัมประสิทธŤบน diagonal element มีคŠามากกวŠาหรือเทŠากับผลรวมของสัมประสิทธิ์ตัวอื่นๆ

ในแถวนัั้น |aii| ≥
∑n

j=1,j ̸=i |ai,j|

▶ และตšองมี 1 แถวที่ diagonal element มีคŠามากกวŠาผลรวมของสัมประสิทธิ์ตัวอื่นๆในแถวนัั้น
|aii| >

∑n
j=1,j ̸=i |ai,j| (strictly larger)
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What’s the problem ?

เมทริกซŤตŠอไปนี้เปŨน diagonally dominant matrix หรือไมŠ 2 5 3

45 43 1

124 6 1


เมทริกซŤตŠอไปนี้เปŨน diagonally dominant matrix หรือไมŠ125 34 56

23 53 8

96 34 130
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Example 2

12 3 −5

1 5 3

3 7 13

 ∗

x1
x2
x3

 =

 1

28

76


เขียนในรูปสมการที่มีคŠา xi อยูŠทางซšาย

x1 =
1− 3 · x2 + 5 · x3

12

x2 =
28− x1 − 3 · x3

5

x3 =
76− 3 · x1 − 7 · x2

13
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Example 2

เราสามารถเดาคŠา x เริ่มตšนไดšงŠายๆ x1
x2
x3

 =

10
1


แลšวปรับปรุงคŠาของ xnew

i

x1 =
1− 3 · 0 + 5 · 1

12
= 0.5

x2 =
28− 0.5− 3 · 1

5
= 4.9

x3 =
76− 3 · 0.5− 7 · 4.9

13
= 3.1
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Example 2

คŠา error ของ xi แตŠละตัวเปŨน

e1 =
∣∣∣0.5− 1

0.5

∣∣∣× 100 = 100%

e2 =
∣∣∣4.9− 0

4.9

∣∣∣× 100 = 100%

e3 =
∣∣∣3.1− 1

3.1

∣∣∣× 100 = 67.72%
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Example 2

Iteration 2 ใชšคŠา x1
x2
x3

 =

0.54.9

3.1


จะไดšคŠาใหมŠเปŨน

x1 =
1− 3 · 4.9 + 5 · 3.1

12
= 0.146

x2 =
28− 0.146− 3 · 3.1

5
= 3.71

x3 =
76− 3 · 0.146− 7 · 4.9

13
= 3.81
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Example 2

เมŠือผŠาน iteration ที่ 2 คŠา relative change ของ xi แตŠละตัวเปŨน

e1 =
∣∣∣0.146− 0.5

0.146

∣∣∣× 100 = 240.61%

e2 =
∣∣∣3.71− 4.9

3.71

∣∣∣× 100 = 31.89%

e3 =
∣∣∣3.81− 3.1

3.81

∣∣∣× 100 = 18.87%
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Example 2

หากทำไปเรื่อยๆจะไดšวŠา

Iteration x1 e1 x2 e2 x3 e3
1 0.5 100 4.9 100 3.0923 67.662
2 0.14679 240.61 3.7153 31.889 3.8118 18.876
3 0.74275 80.236 3.1644 17.408 3.9708 4.0042
4 0.94675 21.546 3.0281 4.4996 3.9971 0.65772
5 0.99177 4.5391 3.0034 0.82499 4.0001 0.074383
6 0.99919 0.74307 3.0001 0.10856 4.0001 0.00101

ซึ่งคŠา x ทšายสุดเปŨนคำตอบคือ [0.9999 3.0001 4.0001]
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Last word

หากสลับแถวของเมทริกซŤ A ของตัวอยŠางขšางตšนใหšไมŠใชŠ diagonally dominant matrix

Gauss-Seidel algorithm ก็จะไมŠประสบความสำเร็จ

ดังนั้นแลšวสำหรับบางโจทยŤ เราจำเปŨนจะตšองจัดเรียงแถวของเมทริกซŤสัมประสิทธิ์ใหšอยูŠในรูป
ของ diagonally dominant เสียกŠอน (หากทำไดš)

หากทำไมŠไดšอาจจำเปŨนจะตšองไปใชšวิธีอื่น
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