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Quote of the day

“Perseverance will be rewarded!”

- Ralf Hiptmair -
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Motivation

ใชหาอนุพันธของฟงกชันที่ ทราบรูปแบบ แตอาจคำนวณดวยมือลำบาก

f(x) = log(1 + exp(5x3))
sin(3x) + cos( x

6)

ใชหาอนุพันธของฟงกชันที่เรา ไมทราบรูปแบบ เชน อยากหาความเร็ว (อนุพันธอันดับ 1) หรือ
ความเรง (อนุพันธอันดับ 2) ของรถเมื่อทราบตำแหนงของรถ ณ เวลาตางๆ จากอุปกรณ GPS
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Problem of finding derivative [numerically]

Numerical differentiation
กำหนดฟงกชัน f ซึ่งทราบคา ณ บางตำแหนง ปญหาของการทำ numerical differentiation คือ
การคำนวณหาคาประมาณของ อนุพันธของฟงกชันดังกลาว (f ′) โดยใชคาของ f ที่ทราบ
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How ?

1 หากเราทราบรูปแบบของฟงกชันเราอาจเริ่มจาก สมการพื้นฐานของอนุพันธ

f ′(x) = lim
h→0

f (x + h)− f (x)
h

2 หรือหากเราทราบคา ณ บางตำแหนงของฟงกชัน เราสามารถ interpolate ขอมูลขี้นมากอน
แลวคอย หาอนุพันธของ interpolant อีกที

▶ โดยทั่วไปแลว interpolant มักเปนนิพจนที่สามารถหาอนุพันธไดไมยาก
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Simple method

วิธีที่ซับซอนนอยที่สุดในการประมาณคาของอนุพันธคือการยกนิยามของอนุพันธมาใช โดย
กำหนดให h มีคานอยๆ

f ′(x) ≈ f (x + h)− f (x)
h

เชน การประมาณอนุพันธของ f (x) = sin(x) + cos(x) ทำไดโดยคำนวณ

f ′(x) ≈ sin(x + 0.0001) + cos(x + 0.0001)− sin(x)− cos(x)
0.0001

เมื่อกำหนด h = 0.0001
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Forward and Backward approach

เราเรียกการคำนวณอนุพันธแบบใน slide กอนหนา วาวิธี forward approach

f ′(x) ≈ f (x + h)− f (x)
h

ทั้งนี้เราสามารถคำนวณอนุพันธโดยใชวิธีที่เรียกวา backward approach ได นั่นคือ

f ′(x) ≈ f (x)− f (x− h)
h
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Error of numerical differentiation

หากเราตองการทราบวาการประมาณคาอนุพันธโดยวิธี forward approach แมนยำมากแค
ไหน

เราสามารถคำนวณคา error ที่เกิดขึ้นได แสดงฟงกชันที่ตองการหาอนุพันธในรูปของ
Taylor’s series

ทบทวน Taylor expansion ของ ฟงกชัน f (x) ณ จุด a คือ อนุกรม

f (x) = f (a) + f ′(a)
1!

(x− a) + f ′′(a)
2!

(x− a)2 + f ′′′(a)
3!

(x− a)3 + . . .

ความนาสนใจของ Taylor’s series คือเราสามารถประมาณคาของฟงกชัน f (x) ไดหาก
ทราบ คาของฟงกชันที่จุด a คาอนุพันธอันดับ 1 ที่จุด a เปนตน
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Truncation error (1/2)

กอนอื่นพิจารณา Taylor expansion ของ ฟงกชัน f (x + h)

f (x + h) = f (a) + f ′(a)
1!

((x + h)− a) + f ′′(a)
2!

((x + h)− a)2 + . . .

หาก expand ณ จุด a = x เราจะได อนุกรม

f (x + h) = f (x) + f ′(x)
1!

((x + h)− x) + f ′′(x)
2!

((x + h)− x)2 + . . .

= f (x) + f ′(x)
1!

(h) + f ′′(x)
2!

(h)2 + . . .

= f (x) + f ′(x)h +
f ′′(x)
2!

(h)2 + . . .
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Truncation error (2/2)

f (x + h) = f (x) + f ′(x)h +
f ′′(x)
2!

(h)2 + . . .

f (x + h)− f (x)
h = f ′(x) + f ′′(x)

2!
(h) + . . .

f ′(x) = f (x + h)− f (x)
h − f ′′(ξ)

2!
(h) where ξ ∈ {x, x + h}

พจน − f ′′(ξ)
2! (h) คือ error ของการทำ forward differentiation

ซึ่งมีชื่อเรียกวา truncatation error - (truncate แปลวา ตัดตัวทาย)

Truncation error is mathematical error. (คำนวณบนกระดาษก็เกิด error นี้)
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Round-off and cancellation errors

นอกจาก truncation error แลว การประมาณอนุพันธดวยวิธีขางตนยังตองประสบกับปญหา
numerical error

Numerical error เกิดจากการลบกันของตัวเลขที่มีคาใกลเคียงกันสองตัวคือ f (x + h) และ
f (x)

ซึ่งเราเรียก error นี้ประกอบดวย round-off error และ cancellation error
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Tradeoff: Mathematical error vs numerical error

การจะลด truncation error , − f ′′(ξ)
2! (h), เราจำเปนตองลดคาของ h

แตคา h ที่นอยลง ทำให f (x+ h) และ f (x) ใกลกันมากขึ้น และเกิด cancellation error
ที่มากขึ้น

ในทางทฤษฏีเราสามารถหาคา h ที่ทำให error ทั้งสองลดนอยที่สุด โดยจะไดวา

h∗ ≈ 2

√
ϵ|f (a)|√
|f ′′(a)|

อานเพิ่มเติมไดจาก https://www.uio.no/studier/emner/matnat/
math/MAT-INF1100/h08/kompendiet/diffint.pdf หนา 8
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A symmetric method

เราทราบวาวิธี forward/backward approach มี truncation error เกิดขึ้น

ในทางทฤษฏีเราสามารถ หาวิธีคำนวณแบบอื่นที่ลด truncation error ไดโดยไมตองลดคา h
ใหมากเกินไป

แนวทางก็คือ เราจะเอา forward approach กับ backward approach มาใชรวมกัน
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Taylor expansions of f (x + h) and f (x− h) (1/2)

f (x + h)

= f (x) + f ′(x)
1!

((x + h)− x) + f ′′(x)
2!

((x + h)− x)2 + f ′′′(x)
3!

((x + h)− x)3 . . .

= f (x) + f ′(x)
1!

(h) + f ′′(x)
2!

(h)2 + f ′′′(x)
3!

(h)3 . . .

= f (x) + f ′(x)
1!

(h) + f ′′(x)
2!

(h)2 + f ′′′(ξ)

3!
(h)3

f (x− h)

= f (x)− f ′(x)
1!

(h) + f ′′(x)
2!

(h)2 − f ′′′(ξ)

3!
(h)3
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Taylor expansions of f (x + h) and f (x− h) (2/2)

f (x + h) = f (x) + f ′(x)(h) + f ′′(x)
2!

(h)2 + f ′′′(ξ1)

3!
(h)3 (1)

f (x− h) = f (x)− f ′(x)(h) + f ′′(x)
2!

(h)2 − f ′′′(ξ2)

3!
(h)3 (2)

Eq. (1) - Eq. (2) จะไดการหาอนุพันธที่เรียกวาวิธี symmetric approach

f ′(x) = f (x + h)− f (x− h)
2h − h2

12
[f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)]
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So....

Truncation error ของ forward/backward approach คือ

− f ′′(ξ)

2!
(h)

Truncation error ของ symmetric approach คือ

−h2
12

[f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)]

สังเกตวา error ของ symmetric approach นอยกวา forward/backward approach ที่คา
h เดียวกัน
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Higher order derivatives

เราสามารถหาอนุพันธลำดับที่สูงขึ้นไดจาก Taylor expansions ดังกลาว เชน

f (x + h) = f (x) + f ′(x)(h) + f ′′(x)
2!

(h)2 + f ′′′(ξ1)

3!
(h)3 (3)

f (x− h) = f (x)− f ′(x)(h) + f ′′(x)
2!

(h)2 − f ′′′(ξ2)

3!
(h)3 (4)

หากนำ Eq. (3) + Eq. (4) เราจะได

f ′′(x) ≈ f (x + h)− 2f (x) + f (x− h)
h2
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Differiating via interpolation

แนวคิดของการหาอนุพันธผานการทำ interpolation นั้นคอนขางตรงตัวคือ

1 หา interpolant ที่ interpolate ชุดขอมูลใหไดกอน

2 คำนวณ derivative ของ interpolant โดยตรง (ทำดวยมือ)
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Approximate f with Qn

ปกติแลวการทำ interpolation อาจมี error เกิดขึ้น (อานเพิ่มเติมไดจาก Section 3.7 ของ
D.Levy)

f (x) = Qn (x) + ϵ (x)

สมมุติให error ดังกลาวแทนดวย ϵ (x)
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Approximate f ′ with Qn
′

การประมาณคาอนุพันธก็มี error เกิดขึ้นดวยเชนกัน

f ′(x) = Qn
′(x) + ϵ ′(x)

หากเราใช Lagrange interpolation เราจะประมาณอนุพันธของ f ไดโดย

f ′(x) =
n∑

i=0

f (x)L′
n(x) + ϵ ′(x)

≈
n∑

i=0

f (x)L′
n(x)
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Example (1/3)

สมมุติวา GPS ของรถโดยสาร ณ เวลา x0 อานคาได f (x0) และ เวลา x1 อานคาได f (x1)
ตามลำดับ นั่นคือ f แสดงฟงกชันของระยะทาง

หากตองการหาความเร็วของรถโดยสารดังกลาว เราสามารถทำไดโดยการหา f ′(x)

ขั้นแรกเราจะหา Lagrange interpolant ที่ interpolate ขอมูลกอน

Q1(x) = f (x0)L0(x) + f (x1)L1(x)
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Example (2/3)

โดยที่

L0(x) =
x− x1
x0 − x1

and L1(x) =
x− x0
x1 − x0

จากนั้นหาอนุพันธของทั้งคู

L′
0(x) =

1

x0 − x1
and L′

1(x) =
1

x1 − x0
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Example (3/3)

ดังนั้นแลวเราจะไดวา

f ′(x) ≈ Q1
′(x) = f (x0)L0

′(x) + f (x1)L1
′(x)

=
f (x0)

x0 − x1
+

f (x1)
x1 − x0

=
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

หากกำหนดให x1 = x0 + h เราจะไดวา

f ′(x) ≈ f (x0 + h)− f (x0)
h ← forward approach!!
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Exercises

Derive an equation to approximate the derivative via interpolation using four
points.

Implement a method to approximate the first and the second derivative of a
function.
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