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Outline ครึง่แรก

ทบทวนคณติศาสตร์

Finite Automata

Nondeterminism

Regular Expression

Nonregular Language

Push-down Automata
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AUTOMATA,COMPUTABILITY,COMPLEXITY

โดยทัว่ไปแลว้ theory of computation นัน้กจ็ะพดูถงึเรือ่ง
สาขาวชิาหลกัๆ 3 สาขานัน่คอื 

automata

computability

complexity

ซึง่ทัง้ 3 สาขาน้ีสมัพนัธก์นัดว้ยค าถามทีว่า่

What are the fundamental capabilities and limitations of 
computers?
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Complexity Theory

ในแต่ละสาขานัน้ กจ็ะตคีวามค าถามทีว่า่น้ีในมมุทีแ่ตกต่างกนั

Complexity theory:

ปัญหาทางคอมพวิเตอรน์ัน้อยูใ่นหลายๆ รปูแบบ บางปัญหางา่ย บาง
ปัญหายาก ตวัอยา่งเช่น ปัญหาการเรยีงขอ้มลู นัน่คอืเราตอ้งการจดัล าดบัของ
ขอ้มลูจากน้อยไปมาก ปัญหาน้ีถอืวา่เป็นปัญหางา่ย แมแ้ต่เครื่องคอมพวิเตอร์
ขนาดเลก็กส็ามารถเรยีงล าดบัขอ้มลูเป็นลา้นตวัไดอ้ยา่งรวดเรว็

เมือ่เปรยีบเทยีบกบัปัญหาการจดัตารางเวลาเรยีน (Scheduling) ซึง่
คอืเราตอ้งการหาตารางเวลาของวชิาเรยีนทีส่อดคลอ้งกบัเงือ่นไขบางอย่าง เชน่
หา้มมสีองรายวชิาทีใ่ชห้อ้งเรยีนเดยีวกนั เวลาเดยีวกนั ปัญหาการจดัตาราง
เรยีนดยูากกวา่ปัญหาการเรยีงขอ้มลู 
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Complexity Theory

What makes some problems computationally hard 
and others easy? 

น่ีเป็นค าถามหลกัของ complexity theory ซึง่ค าถามน้ีเราไมรู่ค้ าตอบมา
เป็นเวลานาน จนไมก่ีส่บิปีมาน้ี ถอืวา่เป็นหน่ึงในความส าเรจ็ของสาขาน้ี
คอื นกัวจิยัไดค้น้พบแนวทางในการแบ่งกลุ่มปัญหาตามความยากในการ
ค านวณ มนัจะคลา้ยๆ กบัตารางธาตุทางเคมี
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Complexity Theory

เรามหีลายทางเลอืกเมือ่เจอกบัปัญหาทีม่องแลว้ค านวณยาก

อย่างแรก ท าความเขา้ใจจุดทีย่ากของปัญหาคอืจุดไหน ซึง่เราอาจจะ
ปรบัเปลีย่นมนัเพือ่ใหปั้ญหานัน้แกไ้ดง้า่ยขึน้

อย่างท่ีสอง เราอาจจะยอมรบัค าตอบทีไ่มใ่ชค่ าตอบทีด่ทีีส่ดุของปัญหา ใน
กรณีน้ีการหาค าตอบทีเ่ป็นการประมาณค าตอบทีด่ทีีส่ดุจะงา่ยกวา่

อย่างท่ีสาม บางปัญหายากในกรณทีีแ่ยท่ีส่ดุเพยีงกรณเีดยีว แต่สว่นใหญ่
แกไ้ดง้า่ย ซึง่ขึน้กบัการน าไปใชเ้ราอาจจะพอใจกบักระบวนการแกปั้ญหา
ทีท่ างานชา้ในบางครัง้แต่สว่นใหญ่ท างานเรว็
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Complexity Theory

หน่ึงในสาขาประยุกตท์ีม่ผีลโดยตรงกบั Complexity theory คอื 
Cryptography (วทิยาการเขา้รหสัลบั)

โดยทัว่ไปแลว้ปัญหาทางการค านวณทีง่า่ยจะเป็นทีต่อ้งการมากกวา่
ปัญหายาก แต่ใน Cryptography นัน้ตอ้งการปัญหายาก เพราะวา่รหสัลบั
ต่างๆ ควรจะยากในการแกะรหสัถา้ไมม่ ีsecret key หรอื password 

Complexity theory นัน้เป็นแนวทางใหก้บันกัเขา้รหสัในการสรา้งรหสัใหม่
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Computability Theory

ชว่งกลางของศตวรรษที ่20 Kurt Gödel, Alan Turing, Alonzo Church
ไดค้น้พบปัญหาพืน้ฐานทีไ่มส่ามารถแกไ้ดด้ว้ยคอมพวิเตอร ์ตวัอยา่งหน่ึง
ของปัญหาน้ีคอืปัญหาของการตดัสนิวา่ ประโยคทางคณิตศาสตรเ์ป็นจรงิ
หรอืเทจ็ ซึง่ดเูหมอืนว่าน่าจะใชค้อมพวิเตอรต์อบได้ แต่ computer ตอบ
ไมไ่ด้

ทา่มกลางการคน้พบน้ีท าใหเ้กดิแนวคดิในการพฒันาโมเดลทางทฤษฎขีอง
คอมพวิเตอรซ์ึง่น าไปสูก่ารสรา้งคอมพวิเตอรจ์รงิๆ

ใน computability theory นัน้จะเป็นการแบ่งแยกปัญหาวา่ปัญหาใดแกไ้ด้
ปัญหาใดแกไ้มไ่ด้
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Automata Theory

Automata theory เกีย่วกบันิยามและคุณสมบตัขิองโมเดลทางคณิตศาสตร์
ส าหรบัการค านวณ โมเดลเหล่าน้ีมบีทบาทในหลายๆ สาขาของ 
Computer Science 

ตวัอยา่งโมเดลทีเ่ราจะไดเ้รยีน Finite automata ถูกใชใ้น Text 
processing, compilers, hardware design

อกีโมเดลคอื context free grammar ถูกใชใ้น programming languages
และ AI

เราจะเริม่เรยีน Automata Theory ก่อน
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AUTOMATA,COMPUTABILITY,COMPLEXITY

สรปุ

Complexity theory: Classify problems as easy ones and hard ones.

Computability theory: Classify problems as solvable ones and 
unsolvable ones.

Automata theory: Deal with the definitions and properties of 
mathematical models of computation. Finite automaton, context-free 
grammar 
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Outline of the course contents

Computation

CPU memory

จาก www.cs.rpi.edu/~moorthy/Courses/modcomp/slides/Introduction.ppt
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CPU

input

output

Program memory

temporary memory
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CPU

input

output
Program memory

temporary memory

3)( xxf 

compute xx

compute xx 2

Example:
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input

output
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temporary memory
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compute xx

compute xx 2
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CPU

input

output
Program memory

temporary memory 3)( xxf 

compute xx

compute xx 2

2x

42*2 z

82*)(  zxf
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CPU

input

outputProgram memory

temporary memory 3)( xxf 

compute xx

compute xx 2

2x

42*2 z

82*)(  zxf
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Automaton

CPU

input

output

Program memory

temporary memory

Automaton
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Automaton

input

output

temporary memory

Automaton

state
transition
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Different Kinds of Automata

Automata are distinguished by the temporary memory

• Finite Automata: no temporary memory

• Pushdown Automata: stack

• Turing Machines: random access memory
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input

output

temporary memory

Finite 
Automaton

Finite Automaton

Example: Elevators, Vending Machines   

(small computing power)
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input

output

Stack

Pushdown

Automaton

Pushdown Automaton

Example: Compilers for Programming Languages  

(medium computing power)

Push, Pop
Temp.
memory
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input

output

Random Access Memory

Turing

Machine

Turing Machine

Examples: Any Algorithm 

(highest computing power)

Temp.
memory
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Finite 

Automata

Pushdown

Automata

Turing

Machine

Power of Automata

Less power More power

Solve more 

computational problems

Simple 
problems

More complex
problems

Hardest
problems
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Turing Machine is the most powerful 
computational model known

Question: Are there computational 
problems that a Turing Machine
cannot solve?

Answer: Yes (unsolvable problems)
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Time Complexity of Computational Problems:

NP-complete problems

P problems

Believed to take exponential 
time to be solved

Solved in polynomial time
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Mathematical Preliminaries

Sets

Functions

Relations

Graphs

Proof Techniques
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เซต (Sets)

กลุม่ของสิง่ต่างๆ จะถูกเรยีกวา่ เซต (Set) เชน่เซตของเดอืนทัง้สบิ
สอง, เซตของวนัทัง้เจด็ ฯลฯ

เซตสามารถเกบ็วตัถุชนิดอะไรกไ็ดร้วมทัง้ตวัเลข, สญัลกัษณ์, หรอื
แมก้ระทัง่เซตอื่น

วตัถุทีอ่ยูภ่ายในเซต เรยีกวา่ สมาชิก (Element หรอื member)
โดยทัว่ไปนิยมตัง้ชือ่เซตดว้ยตวัอกัษรใหญ่และเขยีนสญัลกัษณ์แทนเซตดว้ยปีก
กา { } ตวัอยา่งเช่น

𝐴 = 1, 2, 3, …

𝐵 = {𝑓𝑜𝑜𝑡𝑏𝑎𝑙𝑙, 𝑏𝑎𝑠𝑘𝑒𝑡𝑏𝑎𝑙𝑙, 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔, 𝑠𝑤𝑖𝑚𝑚𝑖𝑛𝑔}
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การเขยีนเซต

ในการแจกแจงสมาชกิของเซตนัน้ เราจะใชเ้ครือ่งหมายจุลภาค (,) คัน่
ระหวา่งสมาชกิแต่ละตวั หากมจี านวนมากจะใช้ … ในการละสมาชกิบางตวัไวใ้น
ฐานทีเ่ขา้ใจ

การเขยีนเซตแบบแจกแจงสมาชกิ เชน่ A ={28, 29, 30, 31}
การเขยีนเซตแบบบอกเงือ่นไข เป็นการเขยีนในรปู {สมาชกิ | เงือ่นไขในการเป็น
สมาชกิ} อ่านวา่ "เซตของ (สมาชกิ) โดยที ่(เงือ่นไข)" เชน่ S = { j | j > 0, and j = 2k 
for some k>0 }, T = {x | x เป็นจ านวนเฉพาะทีม่ากกวา่ 10}

เราจะเขยีน 𝑥 ∈ 𝐴 แทน "x เป็นสมาชกิของเซต A"
เราจะเขยีน 𝑥 ∉ 𝐴 แทน "x ไม่เป็นสมาชกิของเซต A"
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เซตจ ากดัและเซตอนนัต์

เซตจ ากดั (Finite set) คอืเซตทีม่จี านวนสมาชกิเทา่กบัจ านวน
เตม็บวกหรอืศนูย ์(บอกจ านวนสมาชกิได)้ เชน่ A = {4, -10, 55, 6}  

จ านวนสมาชกิของ A เขยีนแทนดว้ย n(A) = 4

เซตอนันต์ (Infinite set) คอืเซตทีไ่มใ่ชเ่ซตจ ากดั เชน่ 
B = {2, 4, 6, 8, 10, …}

ค าถาม C = {1, 2, 3, 4, …, 10} เป็นเซตจ ากดัหรอืไม่
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เซตวา่งและเอกภพสมัพทัธ์

เซตว่าง คอืเซตทีไ่มม่สีมาชกิ เขยีนแทนดว้ย 𝜙 หรอื {}

เอกภพสมัพทัธ ์คอืเซตทีก่ าหนดขึน้โดยมขีอ้ตกลงวา่จะไม่
กล่าวถงึสิง่ใดนอกเหนือไปจากสมาชกิของเซตทีก่ าหนดขึน้ (ขอบเขตทีเ่รา
สนใจ) เขยีนแทนดว้ย 𝑈

1 2 3

4 5

A

U

6

7

8

9

10

A = { 1, 2, 3, 4, 5 }                   U = { 1 , … , 10 }
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การเขยีนสมาชกิภายในเซต จะไมม่ลี าดบัก่อนหลงั สนใจแคว่า่ 
"อยู"่ หรอื "ไมอ่ยู"่ ในเซตเทา่นัน้ ดงันัน้ สมาชกิทีป่รากฏซ ้าจะนบัเป็นตวั
เดยีวกนั (ถา้สนใจตวัซ ้าจะเรยีก multiset)

หมายเหตุ ภายในเซตอาจจะมคีูอ่นัดบั หรอืมเีซตอยูอ่กีชัน้ หรอืมี
สมาชกิเป็นอยา่งไรกไ็ด ้โดยหลกัการนบัจ านวนสมาชกิจะให ้1 คูอ่นัดบั
หรอื 1 เซตเป็นสมาชกิ 1 ตวัเชน่ 
E = {5, (6,7), {8,9,10},11,(12,13)} จะไดว้า่ n(E) = 5

ขอ้สงัเกต
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สบัเซต

A เป็นสบัเซตของ B ถา้สมาชกิทุกตวัของ A เป็นสมาชกิของ B และเขยีน
แทนดว้ย 𝐴⊆𝐵
เราบอกว่า A เป็น proper subset ของ B เขยีนแทนดว้ย 𝐴⊂𝐵 ถา้ A 
เป็น subset ของ B แต่ไมเ่ทา่กบั B

การเท่ากนัของเซต

A = B กต็่อเมือ่ 1.สมาชกิทุกตวัของ A เป็นสมาชกิของ B และ

2.สมาชกิทุกตวัของ B เป็นสมาชกิของ A

นัน่คอื A = B กต็่อเมือ่ 𝐴⊂𝐵 และ 𝐵⊂𝐴

ความสมัพนัธร์ะหว่างเซต
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ขอ้สงัเกต

ส าหรบัเซต A ใดๆ
𝜙 ⊂ 𝐴

𝐴 ⊂ 𝐴

𝐴 ⊂ 𝑈

เรยีกสบัเซตของ A ทีไ่มเ่ท่ากบั A วา่ สบัเซตแทข้อง A

ถา้ A เป็นเซตจ ากดั และ n(A) = m แลว้ A จะมสีบัเซตแตกต่างกนัทัง้หมด
2m สบัเซต
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เพาเวอรเ์ซต
เพาเวอรเ์ซตคอืเซตทีบ่รรจุดว้ยสบัเซตทัง้หมดทีเ่ป็นไปได ้เพาเวอรเ์ซตของ A 
เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ P(A) นิยามโดย 𝑃 𝐴 = 𝐵 𝐵 ⊂ 𝐴 }

ตวัอยา่ง ก าหนดให ้A = {1,2,3} จงหา P(A)
จะไดว้า่ 𝑃 𝐴 = {𝜙, 1 , 2 , 3 , 1,2 , 1,3 , 2,3 , {1,2,3}}

ข้อสงัเกต ส าหรบัเซต A ใดๆ
P(A) คอืเซตทีป่ระกอบไปดว้ยสบัเซตทัง้หมดของ A
ถา้ A เป็นเซตจ ากดัแลว้ n(P(A)) = 2n(A)

𝜙 ∈ 𝑃 𝐴 และ 𝐴 ∈ 𝑃 𝐴

ถา้ A ⊂ 𝐵แลว้ 𝑃 𝐴 ⊂ 𝑃(𝐵)

𝑃 𝐴 ∪ 𝑃 𝐵 ⊂ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)

𝑃 𝐴 ∩ 𝑃 𝐵 = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)
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การด าเนินการของเซต

Union: 
𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑥 𝑥 ∈ A 𝑜𝑟 𝑥 ∈ 𝐵

Intersection: 
𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ A 𝑎𝑛𝑑 𝑥 ∈ 𝐵}

Complement: 
𝐴′ = {𝑥|𝑥 ∉ A}

Difference: 
𝐴 − 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ A 𝑎𝑛𝑑 𝑥 ∉ 𝐵}

U={1,2,3,4,5,6,7}

A = { 1, 2, 3 }           B = { 2, 3, 4, 5}

A B

2

3
1

4

5

2

3

1

A'

1
2

34

5 6

7
A
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ส าหรบัเซต A, B และ C ใดๆ

𝐴 ∪ A = 𝐴 𝐴 ∩ A = 𝐴

𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴

𝐴 ∪ 𝐵 ∪ C = 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ C = 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶)

A ∪ 𝐵 ∩ 𝐶 = 𝐴 ∪ 𝐵 ∩ (𝐴 ∪ 𝐶) A ∩ 𝐵 ∪ 𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐵 ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)

𝐴 ∪ 𝐵 ′ = 𝐴′ ∩ 𝐵′ 𝐴 ∩ 𝐵 ′ = 𝐴′ ∪ 𝐵′

𝐴′ ′ = 𝐴

∅′ = 𝑈 U′ = ∅

𝐴 ∪ ∅ = 𝐴
𝐴 − ∅ = 𝐴

𝐴 ∩ ∅ = ∅
∅ − 𝐴 = ∅

𝑈 ∪ 𝐴 = 𝑈
𝑈 − 𝐴 = 𝐴′

𝑈 ∩ 𝐴 = 𝐴
𝐴 − 𝑈 = ∅

𝐴 ∪ A′ = 𝑈 𝐴 ∩ A′ = ∅

𝐴 − 𝐵 = A ∩ 𝐵′

ถ้า 𝐴 ⊂ 𝐵 แล้ว 𝐵′ ⊂ 𝐴′
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แบบฝึกหดั

ในหอ้งเรยีนหอ้งหน่ึงมนีกัเรยีน 73 คน วา่ยน ้าเป็น 45 คน ขบัรถเป็น 26
คน ท าไมเ่ป็นทัง้สองอยา่ง 18 คน ถามวา่

1.วา่ยน ้าเป็นและขบัรถเป็น กีค่น

2.วา่ยน ้าเป็นหรอืขบัรถเป็น กีค่น
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Sequences and Tuples

ล าดบั(Sequence) ของวตัถุคอืรายการของวตัถุทีม่ลี าดบัก่อนหลงั เราจะ
เขยีนภายในวงเลบ็ ตวัอยา่งเชน่ล าดบั 7,21,57 เขยีนเป็น

(7,21,57)

ในเซตล าดบัก่อนหลงัไมส่ าคญัแต่ในล าดบันัน้ส าคญั ดงันัน้ (7,21,57) ไม่
เทา่กบั (57,7,21) ตวัทีซ่ ้ากนักม็คีวามส าคญัเชน่กนั

ล าดบัอาจจะมจี านวนจ ากดัหรอืไมก่ไ็ด ้ล าดบัจ ากดัมกัจะเรยีกวา่ tuple
โดยล าดบัทีม่ ีk ตวัจะเรยีกวา่ k-tuple เชน่ (7,21,57) คอื 3-tuple สว่น 2-
tuple เรยีกวา่คู่อนัดบั(pair)
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ความสมัพนัธแ์ละฟังกช์นั

คู่อนัดบั

ประกอบดว้ยสมาชกิสองตวัในรปู (a,b) ซึง่ไมส่ามารถเปลีย่นล าดบัสมาชกิ
ตวัหน้ากบัตวัหลงัได ้และ (a,b) = (c,d) กต็่อเมือ่ a =c และ b = d เทา่นัน้

ผลคณูคารที์เชียน
ก าหนดให้ A และ B เป็นเซตใดๆ ผลคณูคารท์เีชยีน (Cartesian product) ของ A และ

B บางครัง้เรยีก Cross product เขยีนแทนดว้ย A x B คอืเซตของคูอ่นัดบัทีส่มาชกิตวัแรกมาจาก
เซต A และสมาชกิตวัทีส่องมาจากเซต B ครบทุกคู่

𝐴𝑥𝐵 = 𝑎, 𝑏 𝑎 ∈ A 𝑎𝑛𝑑 𝑏 ∈ 𝐵

ขอ้สงัเกต โดยทัว่ไป AxB ≠BxA แต่ n(AxB) = n(BxA)=n(A)n(B)
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Cartesian Product

A = { 2, 4 }                  B = { 2, 3, 5 }

A X B = { (2, 2), (2, 3), (2, 5), ( 4, 2), (4, 3), (4, 5) }

|A X B| = |A| |B|

Generalizes to more than two sets

A X B X … X Z
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ถา้ A = {1,2} และ B={x,y,z}

AxB = {(1,x),(1,y),(1,z),(2,x),(2,y),(2.z)}

เราสามารถเขยีน Cartesian product ของ k เซตดว้ย A1xA2x…xAk โดย
มนัจะเป็นเซตทีป่ระกอบไปดว้ย ทุก k-tuple (a1,a2,…,ak) ที ่𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖

ถา้ AxBxA จะเป็นอยา่งไร
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ฟังกช์นัเป็นวตัถุทีส่รา้งมาจากความสมัพนัธข์อง input-output

นัน่คอืฟังกช์นัจะน าเอา input เขา้ไปแลว้สรา้ง output ออกมา

ในทุกๆ ฟังกช์นัจะมคีุณสมบตัอิยา่งหน่ึงคอื input ตวัเดมิจะสรา้ง output
ตวัเดมิเสมอ

ถา้ f เป็นฟังกช์นัที่ output เป็น b เมือ่ input เป็น a เขยีนไดเ้ป็น

f(a) = b

ฟังกช์นั(Function)
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ฟังกช์นับางครัง้จะเรยีกวา่ mapping และถา้ f(a) = b เราจะเรยีกวา่ f
map จาก a ไป b

ตวัอย่างฟังกช์นั absolute abs ทีร่บัตวัเลข x เป็น input และคนืคา่ x ถา้
x เป็นคา่บวกและคนืคา่ –x เมือ่ x เป็นคา่ลบ ดงันัน้

abs(2) = abs(-2) = 2

การบวกเป็นอกีตวัอยา่งของฟังกช์นั โดยรบัขอ้มลูเป็นคูข่องจ านวนและ
output เป็นผลรวมของจ านวน
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เซตของ input ทีเ่ป็นไปไดข้องฟังกช์นัจะเรยีกวา่ Domain

Output ของฟังกช์นัทีม่าจาก set ดา้นบนจะถูกเรยีกวา่ Range

สญัลกัษณ์ทีบ่อกวา่ f เป็นฟังกช์นัจาก Domain D และ Range R คอื

F : D→R
ในกรณีฟังกช์นั abs ถา้เราท างานบน integer Domain และ range จะเป็น 
Z (เซตของ integer) เราจะเขยีนไดว้า่ abs: Z→ Z
ในกรณีการบวก Domain จะเป็น ZxZ สว่น Range เป็น Z ดงันัน้จะเขยีน
ไดเ้ป็น add: ZxZ→Z
ฟังกช์นัทีใ่ชทุ้กสมาชกิใน Range จะเรยีกวา่ onto

Domain and Range
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ในการอธบิายฟังกช์นันัน้มหีลายวธิ ีทางหน่ึงทีนิ่ยมใชค้อือธบิายดว้ย
กระบวนการค านวณ output จากการก าหนด input  อกีทางหน่ึงคอืใช้
ตารางแสดงทุก input ทีเ่ป็นไปไดว้า่ให ้output อะไร

พจิารณาฟังกช์นั f:{0,1,2,3,4} →{0,1,2,3,4}

ฟังกช์นัน้ีเพิม่ค่า 1 ใหก้บั input ผลลพัธท์ีไ่ด ้modulo 5

n f(n)

0 1

1 2

2 3

3 4

4 0

46



Computer Science, CMU

ในบางครัง้ตาราง 2 มติจิะถูกใชเ้มือ่ Domain ของฟังกช์นัเป็น Cartesian 
product ของ 2 เซต ต่อไปเป็นตวัอยา่งฟังกช์นั g:Z4xZ4 →Z4 เมือ่ 
Zi = {0,1,2,…i-1} ซึง่ g คอืฟังกช์นับวกแลว้ modulo 4

g 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2
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เมือ่โดเมนของฟังกช์นั f เป็น A1xA2x…Ak ส าหรบับางเซต A1,A2,…,Ak

input ของฟังกช์นั f จะเป็น k-tuple (a1,a2,…ak) แลว้เราจะเรยีก ai วา่เป็น 
argument ของ f

ฟังกช์นัทีม่ ีk argument เราจะเรยีกวา่ k-ary function เชน่ถา้ k=2 เรา
เรยีกวา่ Binary function

เราคุน้เคยกบั Binary function ทีเ่ขยีนในรปู infix notation (เขยีนดว้ย
สญัลกัษณ์ของฟังกช์นัจะอยูร่ะหวา่ง 2 argument สว่น prefix notation
สญัลกัษณ์จะมาก่อน
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ตวัอย่างเชน่ฟังกช์นั add จะถูกเขยีนในรปู infix notation ดว้ยสญัลกัษณ์ +
ระหวา่ง 2 argument เป็น a+b แทนทีจ่ะเขยีน add(a,b)

Predicate หรอื property เป็นฟังกช์นัที ่Range มคีา่เป็น {TRUE,FALSE}

เชน่ให ้even เป็น property ทีเ่ป็น TRUE ถา้ input ทีเ่ขา้มาเป็นเลขคูแ่ละ 
FALSE ถา้ input เป็นเลขคี ่ดงันัน้ even(4)=TRUE สว่น even(5)=FALSE
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Property ทีโ่ดเมนเป็นเซตของ k-tuples

AxAx…A จะเรยีกวา่ k-ary relation หรอื k-ary relation on A

ตวัอย่างเช่น 2-ary relation เรยีกวา่ binary relation

ถา้ R เป็น binary relation ประโยค aRb หมายความวา่ aRb = TRUE 
เชน่กนัถา้ k-ary relation ประโยค R(a1,a2,…,ak) หมายความวา่
R(a1,a2,…,ak) =TRUE
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ตวัอย่างเกมเป่ายิง้ฉุบ จะมผีูเ้ล่นสองคนเลอืกของจากเซต {SCISSORS, 
PAPER, STONE} ถา้ออกเหมอืนกนัถอืวา่ใหเ้ริม่ใหมแ่ต่ถา้ออกต่างกนัจะ
มคีนหน่ึงชนะ ตามความสมัพนัธ ์beats

beats SCISSORS PAPER STONE

SCISSORS

PAPER

STONE
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Binary relation ชนิดพเิศษ เรยีกวา่ equivalence relation ซึง่เป็นการ
พจิารณาวา่ 2 object วา่เทา่กนัหรอืไม่

Binary relation R เป็น equivalence relation ถา้ R เป็น equivalence 
relation ถา้ R สอดคลอ้งกบั 3 เงือ่นไข

• reflexive ถา้ทุกๆ x, xRx

• symmetry ถา้ทุกๆ x และ y, xRy หมายความวา่ yRx

• transitive ถา้ทุกๆ x, y และ z, xRy และ yRz หมายความวา่ xRz
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R = ‘=‘ 

Reflexive: ตรวจสอบวา่ ส าหรบัทุก x, xRx

x = x

Symmetric: ตรวจสอบวา่ส าหรบัทุกๆ x และ y, xRy หมายถงึ yRx

x = y               y = x

Transitive: ตรวจสอบวา่ส าหรบัทุกๆ x, y และ z, xRy และ yRz หมายถงึ xRz

x = y and y = z               x = z

ตวัอยา่งความสมัพนัธแ์บบ equivalence
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ก าหนดให ้relation บนจ านวนธรรมชาตเิขยีนแทนดว้ย ≡7

ส าหรบั i, j∈ Ν เราจะบอกวา่ i ≡7 j ถา้ i-j เป็นจ านวนเทา่ของ 7

≡7 เป็น equivalence relation หรอืไม่
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Graphs

Undirected graph หรอืเรยีกสัน้ๆ วา่ กราฟคอืแบบจ าลองทาง
คณิตศาสตรท์ีป่ระกอบไปดว้ย 2 เซตคอื เซตของจุดยอด (Vertex, Node) V(G) และ
เซตของเสน้เชื่อม (Edge) E(G)

ตวัอยา่งกราฟ G = (V,E) ที่ V(G)={A,B,C,D} และ E(G)={AB,AC,BC,BD,CD} หรอื
อาจจะเขยีนเป็น E(G)={e1,e2,e3,e4,e5}

A
B

C D

e1

e2
e3 e4

e5
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จ านวนของเสน้เชื่อมทีต่ดิกบัโหนดใดๆ จะเรยีกวา่ดกีรขีองโหนด

ในทีน้ี่เราจะสนใจกรณีทีร่ะหวา่งโหนดใดๆ จะมไีดเ้ดยีง 1 เสน้

ตวัอยา่งดา้นล่าง โหนด A มดีกีร ี2, โหนด C มดีกีร ี3

A
B

C D

e1

e2
e3 e4

e5
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กราฟโดยทัว่ไปแลว้จะถูกใชเ้พือ่แสดงขอ้มลู 
โหนดอาจจะหมายถงึเมอืงและเสน้เชื่อมอาจหมายถงึถนนทีเ่ชื่อม

ระหวา่งเมอืง 
โหนดอาจจะหมายถงึสว่นประกอบทางอเิลก็ทรอนิกสแ์ละเสน้

เชื่อมอาจหมายถงึสายไฟทีเ่ชื่อมอุปกรณ์

บางครัง้เพือ่ความสะดวกเราจะก าหนดชื่อใหก้บัโหนดหรอืเสน้
เชื่อมของกราฟ ซึง่จะเรยีกวา่ Labeled graph
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เราจะเรยีกกราฟ G วา่เป็น subgraph ของกราฟ H ถา้โหนดในกราฟ G 
เป็น subset ของโหนดใน H และเสน้เชื่อมในกราฟ G เป็นเสน้เชื่อมของ
H ทีส่อดคลอ้งกบัโหนด

Subgraph

59



Computer Science, CMU

a

b

c

d

e

ตวัอยา่งวถิเีชน่ a,b,c,e,b,e,d

Path

Path ในกราฟคอืล าดบัของโหนดทีถู่กเชื่อมดว้ยเสน้เชื่อม

e1

e2

e3

e4

e5
e6

e7e8
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Simple path คอื path ทีไ่มม่โีหนดซ ้า

เราจะเรยีกกราฟวา่เชื่อมกนั connected ถา้ทุกสองโหนดใดๆม ีpath
ระหวา่งมนั

path จะเป็น cycle ถา้มนัเริม่และจบทีจุ่ดเดยีวกนั

Simple cycle คอื cycle ทีป่ระกอบดว้ยยา่งน้อย 3 โหนดและซ ้ากนัแค่
โหนดแรกและโหนดสดุทา้ย
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กราฟจะเป็น tree ถา้มนั connected และไมม่ี simple cycle

tree อาจจะมโีหนดพเิศษทีเ่รยีกวา่ root

โหนดทีม่ดีกีรเีป็น 1 ใน tree ทีไ่มใ่ช ่root จะเรยีกวา่ leaves ของ tree
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ถา้กราฟมลีกูศรแทนเสน้เชื่อม เราจะเรยีกวา่ directed graph

จ านวนของลกูศรทีช่ีอ้อกจากโหนดเรยีกวา่ outdegree

จ านวนลกูศรทีช่ีม้าทีโ่หนดเรยีกวา่ indegree

a

b

c

d

e

1

2
3

4
5

6

7

8
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ใน directed graph เราแสดงเสน้เชื่อมจาก i ไป j ดว้ยคูอ่นัดบั (i,j)

นิยามอยา่งเป็นทางการของ directed graph G=(V,E) เมือ่ V เป็นเซตของ
โหนดและ E เป็นเซตของเสน้เชือ่ม

Path ทีล่กูศรใน path ชีไ้ปในทศิทางเดยีวกนัต่อกนัเป็นขัน้ๆ เราเรยีกวา่
directed path

Directed graph จะเป็น strongly connected ถา้ directed path เชื่อมทุก
คูโ่หนดใดๆ
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String and Language
ข้อความของอกัขระ (Strings of characters) เป็นพืน้ฐานของ computer science
โดย อกัขระทีป่รากฏบน string นัน้สามารถถกูนิยามไดอ้ยา่งหลากหลายขึน้กบั
application

ในทีน้ี่เราจะนิยาม เซตอกัขระ(alphabet) วา่เป็น nonempty finite set โดยทีส่มาชกิ
ของเซตอกัขระคอื สญัลกัษณ์ของอกัขระ
เราจะใชส้ญัลกัษณ์ ∑ ในการตัง้ชื่อ

ตวัอยา่งของเซตอกัขระ
∑1 = {0,1}

∑2 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, … , 𝑥, 𝑦, 𝑧}
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String over an alphabet

คอืล าดบัจ ากดัของสญัลกัษณ์จากเซตอกัขระ

ตวัอยา่งเชน่

ถา้ ∑1 = 0,1 แลว้ 01001เป็น string จากเซตอกัขระ∑1

ถา้ w เป็น string จากเซตอกัขระ∑ ความยาวของ w เขยีนดว้ย |w| คอื
จ านวนของสญัลกัษณ์ทีป่รากฏใน w

string ความยาว 0 จะเรยีกวา่ empty string เขยีนแทนดว้ย 𝜀
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ถา้ w มคีวามยาว n เราสามารถเขยีนไดว้า่ w=w1w2…wn เมือ่แต่ละ 𝑤𝑖 ∈ ∑

Reverse ของ w เขยีนแทนดว้ย wR คอื string ทีไ่ดม้าจากการเขยีน w ใน
ล าดบัตรงขา้ม (นัน่คอื wn wn-1...w1)

String z เป็น substring ของ w ถา้ z ปรากฏอยา่งต่อเน่ืองภายใน w

ตวัอยา่งเชน่ cad เป็น substring ของ adfacadafgag
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ถา้เรามี string x ความยาว m และ string y ความยาว n การเชื่อมต่อกนั
concatenations ของ x และ y เขยีนไดเ้ป็น xy คอื string ทีไ่ดม้าจากการ
ต่อ string y ทา้ย x

หากเป็นการต่อ string ดว้ยตวัเองหลายครัง้ จะใชต้วัยกบอกจ านวนครัง้ 
ตวัอยา่งเชน่

xxx…x = xk

k
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Lexicographic ordering ของ strings คอืการเรยีงล าดบัตามตวัอกัษร
คลา้ยกบัการเรยีงในพจนานุกรม ยกเวน้ string ทีส่ ัน้กวา่จะอยูก่่อน string 
ล าดบัยาวกวา่ ดงันัน้ lexicographic ordering ของทุก string บน {0,1} คอื

{𝜀,0,1,00,01,10,11,000,…..}

ภาษา(Language) คอื set ของ strings
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PROOF TECHNIQUES

• Proof by induction

• Proof by contradiction
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Induction

We have statements P1, P2, P3, … 

If we know

• for some b that P1, P2, …, Pb are true

• for any k >= b that

P1, P2, …, Pk imply  Pk+1

Then 

Every  Pi is true
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Proof by Induction

• Inductive basis

Find P1, P2, …, Pb which are true

• Inductive hypothesis

Let’s assume P1, P2, …, Pk are true, 

for any k >= b

• Inductive step

Show that Pk+1 is true
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Example

Theorem: A binary tree of height  n

has at most  2n leaves.

Proof by induction:

let L(i) be the maximum number of 

leaves of any subtree at height i
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We want to show:  L(i) <= 2i

• Inductive basis 

L(0) = 1       (the root node)

• Inductive hypothesis

Let’s assume L(i) <= 2i for all i = 0, 1, …, k

• Induction step

we need to show that L(k + 1) <= 2k+1
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Induction Step

From Inductive hypothesis: L(k) <= 2k

height

k

k+1
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L(k) <= 2k

L(k+1)  <=  2 * L(k)  <=  2 * 2k =  2k+1

Induction Step

height

k

k+1

(we add at most two nodes for every leaf of level k)
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Remark

Recursion is another thing

Example of recursive function:

f(n) = f(n-1) + f(n-2)

f(0) = 1,   f(1) = 1
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Proof by Contradiction

We want to prove that a statement P is true

• we assume that P is false

• then we arrive at an incorrect conclusion

• therefore, statement P must be true  
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Example

Theorem: is not rational

Proof:

Assume by contradiction that it is rational

=  n/m

n and m have no common factors

We will show that this is impossible

2

2
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= n/m                 2 m2 = n2

Therefore,  n2 is even
n is even

n = 2 k

2 m2 = 4k2 m2 = 2k2
m is even

m = 2 p

Thus, m and n have common factor 2

Contradiction!

2
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