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ในทางคณิตศาสตร ์เราไดใ้ช้ operation พวก + - ในการสรา้ง
นิพจน์ทางคณิตศาสตร ์เชน่

(9 + 3) – 7

เชน่เดยีวกนั เราจะใช้ regular operation ในการสรา้งนิพจน์ที่
อธบิายภาษา ซึง่เราเรยีกว่า regular expression
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Regular expression สามารถน ามาใชใ้นการอธบิายภาษาทีซ่บัซอ้นขึน้ได้
จากการสรา้งขึน้มาจากกอ้นเลก็ๆ ดว้ย regular operation เชน่เรารูจ้กั
ภาษากลุ่มหน่ึง เรากจ็บัมา union กนัได ้

ตวัอยา่งเชน่

𝟎 ∪ 𝟏 ∘ 𝟎 ∗

หรอืเขยีนแบบยอ่เป็น 0 ∪ 1 0∗

ขึน้ตน้ดว้ยอะไรกไ็ดล้งทา้ยดว้ย 0 หรอืไมล่งกไ็ด้

น่ีเรยีกวา่ regular expression เขยีน 0 แทน {0}, 1 แทน {1}

Regular expression
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0 ∪ 1 ∗

รบัอะไร
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R เป็น regular expression ถา้ R มี

1. a for some a ∈ 𝛴

2. 휀

3. ∅

4. R1 ∪ 𝑅2 เมือ่ R1 และ R2 เป็น regular expression

5. 𝑅1 ∘ 𝑅2 เมือ่ R1 และ R2 เป็น regular expression

6. 𝑅1
∗ เมือ่ R1 เป็น regular expression

Definition
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เมือ่เรามตีวัด าเนินการหลายตวั ถา้เกดิเจอพรอ้มกนั ท าตวัไหน
ก่อน

Operations ต่างๆ จะท างานดว้ยล าดบั

• ∗

• ∘

• ∪

Precedence
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𝑅𝑅∗

𝑅𝑅∗สามารถเขยีนไดเ้ป็น 𝑅+

การเขยีนแบบยอ่
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𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅 สามารถเขยีนไดเ้ป็น 𝑅4 โดยทัว่ไป 𝑅𝑘 เป็น
concatenation ของ R กบัตวัมนัเอง k ครัง้

การเขยีนแบบยอ่
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1. 0∗10∗

2. Σ∗1Σ∗

3. Σ∗001Σ∗

4. 01+ ∗

5. ΣΣ ∗

6. 01 ∪ 10

7. 0Σ∗0 ∪ 1Σ∗1 ∪ 0 ∪ 1

8. 1∗∅

9. ∅∗

ตวัอยา่งของ regular expression
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• 𝑅 ∪ ∅

• 𝑅 ∪ ∅ = 𝑅

• 𝑅 ∘ 휀

• 𝑅 ∘ 휀 = 𝑅

• 𝑅 ∪ 휀

• 𝑅 ∪ 휀 อาจจะไมเ่ทา่กบั R ขึน้กบัวา่ R ม ี휀 หรอืไมม่ี

• 𝑅 ∘ ∅

• 𝑅 ∘ ∅ อาจจะไมเ่ทา่กบั R ขึน้กบัวา่ R เป็น ∅ หรอืไมม่ี

คุณสมบตัิ
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A language is regular iff some regular expression describes it.

Iff ยอ่มาจาก if and only if

Equivalence
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A language is regular iff some regular expression describes it.

การพสิจูน์วา่ทฤษฎขีา้งตน้เป็นจรงิเน่ืองจากเป็น iff กต็อ้งพสิจูน์สอง
ทาง

1. If a language is described by a regular expression, then 
it is regular.

2. If a language is regular, then it can be described by a 
regular expression.
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ก าหนดให ้Σ = {0,1}

จงหา FA 𝑀1 ที ่recognize 01+

จงหา FA 𝑀2 ที ่recognize (10)∗

จงหา FA 𝑀3 ที ่recognize 01+ ∪ (10)∗

จงหา FA 𝑀4 ที ่recognize 1+ ∘ ( 01+ ∪ 10 ∗)

แบบฝึกหดั
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If a language is described by a regular expression, then it is 
regular.

นัน่หมายความวา่เอา regular expression เราสามารถสรา้ง finite 
automaton บางตวัที่ recognize ภาษานัน้ได้

ในการพสิจูน์ เราจะมองดวูา่ regular expression ถกูสรา้งมาได้
อยา่งไร

A regular expression describes a regular language
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R เป็น regular expression ถา้ R มี

1. a for some a ∈ 𝛴

2. 휀

3. ∅

4. R1 ∪ 𝑅2 เมือ่ R1 และ R2 เป็น regular expression

5. 𝑅1 ∘ 𝑅2 เมือ่ R1 และ R2 เป็น regular expression

6. 𝑅1
∗ เมือ่ R1 เป็น regular expression

Definition



Computer Science, CMU

สงัเกตวา่ในการสรา้ง regular expression มวีธิใีนการสรา้ง 6 วธิี

แต่ไมว่า่จะสรา้งดว้ยวธิไีหนกต็าม จะม ีfinite automaton ที่
recognize มนัไดอ้ยูด่ ี



Computer Science, CMU

R is a regular expression if R is a for some 𝑎 ∈ Σ

What is a DFA that recognizes R?

Rule 1
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R is a regular expression if R is 휀

What is a DFA that recognizes R?

Rule 2
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R is a regular expression if R is ∅

What is a DFA that recognizes R?

Rule 3
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R is a regular expression if R is R1 ∪ 𝑅2 เมือ่ R1 และ
R2 เป็น regular expression

ก าหนด NFA N1 และ N2 ที ่recognize R1 และ R2 แลว้ NFA ที่
recognize R คอือะไร

Rule 4
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R is a regular expression if R is R1 ∘ 𝑅2 เมือ่ R1 และ
R2 เป็น regular expression

ก าหนด NFA N1 และ N2 ที ่recognize R1 และ R2 แลว้ NFA ที่
recognize R คอือะไร

Rule 5
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R is a regular expression if R is R1
∗ เมือ่ R1 เป็น regular 

expression

ก าหนด NFA N1 ที ่recognize R1 แลว้ NFA ที ่recognize R คอื
อะไร

Rule 6
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สงัเกตวา่ เราเริม่จากหน่วยเลก็ๆ (Base case, 3 case แรก)
แลว้กค็อ่ยๆ ท า เชน่คอ่ยๆ union คอ่ยๆ concate กนั

ในการพสิจูน์ เราจะแสดงวา่ NFA ของ regular expression
เมือ่ก าหนด NFAs ของ subexpression มาให้

สงัเกตวา่มนัเป็น induction!!!
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Inductive proof

ในบางครัง้ inductive proofs จะเรยีกวา่ structural induction

ปกตจิ านวนเตม็ ม ีi แลว้กม็ี i+1
แต่ทนีี้เราม ี𝑅1 𝑅2 แลว้เรามี 𝑅1 ∪ 𝑅2, 𝑅1∘ 𝑅2, 𝑅1

∗
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Inductive hypothesis: (เมือ่พจิารณา expression R)
assume วา่ส าหรบัทุกๆ smaller regular expression 𝑅′, 𝑅′

สามารถอธบิายไดด้ว้ย NFA 𝑁′

แลว้กส็รา้งโดย assume วา่มี𝑀1 𝑀2 ทนีี้กส็รา้งออกมาได้



Computer Science, CMU

จงหา NFA ที ่recognize 01 ∪ 0 ∗

ถา้ท าไดแ้ลว้ลองท าเป็น DFA

แบบฝึกหดั
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จงหา NFA ที ่recognize 0 ∪ 1 ∗010

แบบฝึกหดั
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A language is regular iff some regular expression describes it.

การพสิจูน์วา่ทฤษฎขีา้งตน้เป็นจรงิเน่ืองจากเป็น iff กต็อ้งพสิจูน์สองทาง

1. If a language is described by a regular expression, then it is 
regular. (ตรงน้ีท าไปแลว้ โดยพจิารณาวา่ regular expression ถูก
สรา้งมาไดอ้ยา่งไร)

2. If a language is regular, then it can be described by a regular 
expression.(เดยีวต่อไป)
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Any regular expression can be described with a regular expression

ท าอยา่งไรดี

มนัมอีะไรใหเ้ราบา้ง

A is a regular language

แลว้หมายความวา่อะไร (ดนิูยาม)

มี DFA ที่ recognize A  
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Regular expression ทีอ่ธบิายภาษาที ่recognize ดว้ย M1คอือะไร

ลองแปลงมอืดู

M1
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อะไรทีเ่ป็น loop กท็ าเป็น *

อะไรเป็นเสน้เชือ่มกใ็สต่่อกนั

0*11*0(0U1)*
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Regular expression ทีอ่ธบิายภาษาที ่recognize ดว้ย M2คอือะไร

ขณะทีล่องหา regular expression ใหล้องคดิวธิสี าหรบัสรา้ง DFA

M2
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คดิเป็นเสน้ทางเดยีวก่อน 

11*0(0U1)* กบั 00*1(0U1)*

มสีองทางก็ union

(11*0 U 00*1)(0U1)*



Computer Science, CMU

Regular expression ทีอ่ธบิายภาษาที ่recognize ดว้ย M3คอือะไร

ขณะทีล่องหา regular expression ใหล้องคดิวธิสี าหรบัสรา้ง DFA

M3
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ขา้งหลงัตอ้งไปไหม

เรากห็าทางทีจ่ะเดนิไปใหถ้งึ accept state กพ็อ

ใหล้องนึกดว้ยวา่ถา้จะเขยีนในรปูแบบทัว่ไปจะเขยีนอยา่งไร
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Regular expression ทีอ่ธบิายภาษาที ่recognize ดว้ย M4คอือะไร

ขณะทีล่องหา regular expression ใหล้องคดิวธิสี าหรบัสรา้ง DFA

M4
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Regular expression ทีอ่ธบิายภาษาที ่recognize ดว้ย M5คอือะไร

ขณะทีล่องหา regular expression ใหล้องคดิวธิสี าหรบัสรา้ง DFA

M5
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พอเราใช ้DFA เรากต็อ้งหาทางจดัการ

นึกถงึวา่เราถา้เราแปลงทัง้กอ้นไมไ่ด้

เรากท็ าใหม้นัเป็นกอ้นเลก็ๆ ทีอ่ยูใ่นรปูทีจ่ดัการได้
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แต่พอเป็น M5 มนักย็ุง่ยากมาก

แทนทีเ่ราจะแบ่งเป็นกอ้นๆ เราจะท าอยา่งอื่นแทน 

เราจะรูว้า่ท าอะไรยงัไง เรากต็อ้งรูก้่อนวา่เราจะท าไปท าไม

ถา้จะคอ่ยๆ ท ากต็อ้งบอกไดว้า่ท าแลว้มนัคบืหน้า
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แทนทีเ่ราจะแปลง DFA ทัง้หมดไปเป็น regular expression ใน
ทเีดยีว เราอาจจะตอ้งคอ่ยๆ ท าทลีะนิด

ถา้เราสามารถท าแลว้มคีวามคบืหน้าเรือ่ยๆ จะท าใหเ้รามัน่ใจได้
วา่จะท ามนัเสรจ็ได ้คล้ายกบั induction

แลว้จะคบืหน้าไดอ้ยา่งไร
อาจจะถามแทนวา่เป้าหมายแบบไหนทีเ่ราตอ้งการ
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Finite Automaton ทีง่า่ยทา่สุดส าหรบัการสรา้ง regular expression

DFA ทีม่ ี2 states: start state กบั accept state หากท าไดแ้บบนี้
regular expression ของเราคอือะไร

ของทีอ่ยูบ่นเสน้เชื่อม!!!

แลว้เราจะท าอยา่งไร

เราพยายามทีจ่ะลด state

แต่ละ step กล็ดทลีะ 1 state

เป้าหมายเรา
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ลองลบ q7 อาจจะเพิม่เสน้เป็น 10 11
ลองลบ q4

จดัการกบั M5
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จะเอา q4 ออก

จะเอาออกได ้กต็อ้งดวูา่ มอีะไรเขา้บา้ง ทุกๆ คูท่ีเ่ขา้ทุกๆ คูท่ีอ่อก
ตอ้งจบัคูก่นัได้

แปลงแลว้ไมใ่ช ่DFA บนเสน้เชื่อมน้ีกไ็มใ่ช่ string มนัม ี* ได้
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จดัการกบั q6
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เราตอ้งการกระบวนการการลด state เราอนุญาตให้ transition 
edge เป็น regular expression

มนัไมใ่ช ่DFA NFA แลว้ เราจะนิยามวา่เป็น

generalized nondeterministic finite automata
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Generalized nondeterministic finite automata คอื  
nondeterministic finite automata ทีเ่ราอนุญาตให ้regular 
expression เป็น label ของลกูศร transition ได้

GNFA มนัสามารถยา้ยไปยงั state ใหมไ่ดถ้า้ block ของ input 
symbols ทีร่บัมานัน้ match กบั regular expression บนลกูศรนัน้
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ตวัอยา่ง GNFA

∅
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เราตอ้งการ GNFA ทีม่คีุณสมบตับิางอยา่ง (รปูแบบนี้เปลีย่นเป็น 
regular expression ไดง้า่ย)

 Start state มลีกูศรชีไ้ปยงัทุก state แต่ไมม่ลีกูศรชีม้าที ่start 
state จาก state อื่นๆ

 มี accept state อนัเดยีว และทุก state มลีกูศรชีม้าทีม่นั แต่
มนัไมช่ีไ้ปทีอ่ื่น และ aceept state ไมเ่ป็น start state

 นอกจาก start และ accept state ทุก state จะมลีกูศรชีห้ากนั
และมลีกูศรชีต้วัเองดว้ย

Special form
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เน่ืองจาก language A เป็น regular เราจะม ีDFA M ที ่recognize A

จาก M เราจะเปลีย่นเป็น GNFA G (Part 1)

ถา้ G มมีากกวา่ 2 states จะหา GNFA G' ทีม่ ีstate ทีน้่อยลง (Part 2)

แนวทางทีเ่ราจะท า
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เมือ่ก าหนด DFA มาให ้เราจะสรา้ง GNFA G

เริม่ตน้เราจะเพิม่ start state และ accept state ก่อน

เรามตีวัชว่ยคอื

ลกูศรทีเ่ป็น ∅

ลกูศรทีเ่ป็น 휀

Part 1 DFA-> GNFA
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เตมิ start กบั accept ใหม่
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เพิม่ ∅ จากทุกโหนดไป accept และ ทุกโหนดวิง่หากนั

จาก ∅ ถอืวา่ไมร่บั ∅ concatอะไร หายหมด

∅

∅

∅

∅

∅

∅
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ก าหนดให ้𝑀 = (𝑄, Σ, 𝛿, 𝑞0, 𝐹)

• เพิม่ start state ใหม่ qstart และเพิม่ลกูศรจาก qstart ไป q0

• เพิม่ accept state ใหม ่qaccept และเพิม่ลกูศรจาก ทุก
state 𝑞 ∈ 𝐹 ไปยงั qaccept

• เพิม่ลกูศรทีเ่หลอื label ดว้ย ∅

DFA->GNFA การสรา้ง
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ถา้ GNFA G ม ี2 state งา่ย เปลีย่นไดต้รงๆ เลย

ถา้ GNFA G มมีากกวา่ 2 states:

เลอืกมา 1 state 𝑞𝑟𝑖𝑝 ∉ {𝑞𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 , 𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡}

สรา้ง G' ทีส่อดคลอ้งกนัโดยการเอา 𝑞𝑟𝑖𝑝 ออก

ท าซ ้า

Part 2 GNFA-> Regular expression
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ลองแปลง
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A generalized nondeterministic finite automata is a 5-
tuple, (𝑄, Σ, 𝛿, 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 , 𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡) where

• 𝑄 is the finite set of states

• Σ is the input alphabet

• 𝛿: 𝑄 − 𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 × 𝑄 − 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 → ℛ is the 

transition function

• 𝑞0 is the start state

• 𝐹 is the accept state

Definition [GNFA]
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ก่อนหน้าน้ี transition function ของ DFA NFA จะเป็นฟังกช์นัที่
รบั current state กบั input symbol แลว้ได ้output ออกมาเป็น 
state ต่อไปหรอื set ของ state ทีเ่ป็นไปได้

ใน DFA NFA เราสนใจวา่ transition function บอกวา่เราจะไปที่
ไหน
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แต่ GNFA เราไมไ่ดส้นใจวา่จะท างานอยา่งไร เราสนใจแค่วา่เรา
จะใชม้นัในการยุบ

เวลาทีจ่ะยบุ ผมตดิกบัใครแลว้ regular expression หน้าตาเป็น
อยา่งไร เพราะวา่จะไดเ้อาไปต่อได ้นัน่คอื เราสนใจแคว่า่ regular 
expression อะไรอยูบ่นลกูศร
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𝛿: 𝑄 − 𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 × 𝑄 − 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 → ℛ

ทุกคูท่ีต่วัหน้าไมใ่ช่ accept ตวัหลงัไมใ่ช่ start 

accept ไมช่ีไ้ปหาใคร
start ไมม่ใีครชีไ้ปหามนั

ทุกๆ คู่ regular expression อะไรอยูบ่นตวัมนั
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การลบ qrip
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จาก G = (𝑄, Σ, 𝛿, 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 , 𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡) เราจะสรา้ง equivalent G′ =

(𝑄′, Σ, 𝛿′, 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 , 𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡)

เลอืก q𝑟𝑖𝑝 ให้𝑄′ = 𝑄 − 𝑞𝑟𝑖𝑝

ส าหรบั qi ∈ 𝑄′ − 𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 และ qj ∈ 𝑄′ − 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

ให ้
𝛿′ 𝑞𝑖 , 𝑞𝑗 = 𝑅1 𝑅2

∗ 𝑅3 ∪ (𝑅1)

เมือ่ 𝑅1 = 𝛿(𝑞𝑖 , 𝑞𝑟𝑖𝑝) 𝑅2 = 𝛿(𝑞𝑟𝑖𝑝, 𝑞𝑟𝑖𝑝) 𝑅3 = 𝛿(𝑞𝑟𝑖𝑝, 𝑞𝑗) 𝑅4 =

𝛿(𝑞𝑖 , 𝑞𝑗)

𝑄′และ 𝛿′


