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Lecture 3: Nondeterminism
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Nondeterminism

Equivalence of NFAs and DFAs

Closure under the regular operations
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คราวก่อนไดนิ้ยาม 3 regular operations:

Let A and B be languages. We define the regular operations union, 
concatenation, and star as follows.

Union: 𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 or 𝑥 ∈ 𝐵}

Concatenation: 𝐴 ∘ 𝐵 = {𝑥𝑦|𝑥 ∈ 𝐴 and 𝑦 ∈ 𝐵}

Star: 𝐴∗ = 𝑥1𝑥2…𝑥𝑘 𝑘 ≥ 0 and each 𝑥𝑖 ∈ 𝐴

Regular operations
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คราวทีแ่ลว้เราไดแ้สดงว่า regular language นัน้มคีุณสมบตัปิิด
ภายใต ้union

โดยเราไดท้ าการจ าลอง 2 finite automata ดว้ย 1 finite 
automaton
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แต่วธิกีารขา้งตน้ไมส่ามารถน ามาใชบ้อกวา่ set ของ regular 
language นัน้มคีุณสมบตัปิิดภายใต ้concatenation

สงัเกตวา่ union มนัท าไปพรอ้มกนั ท าให้ simulate พรอ้มกนั
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ส าหรบั string𝑤 ∈ 𝐴1 ∘ 𝐴2พบวา่มคีูข่อง x และ y ที ่𝑤 = 𝑥𝑦 และ
𝑥 ∈ 𝐴1และ 𝑦 ∈ 𝐴2

ในการสรา้ง finite automaton M ส าหรบั 𝐴1 ∘ 𝐴2 จากM1 และM2ที ่
recognize 𝐴1และ 𝐴2 นัน้เราตอ้งการจ าลอง M1ทีห่ยุดตอนทา้ยของ x แลว้
เริม่ตน้ท างาน M2ต่อจากนัน้เลย

มนัยากตรงทีจ่ะบอกวา่จุดไหนที ่x หยุดแลว้ควรไปต่อ เพราะวา่ระหวา่ง
ทางมนัอาจจะผา่น accept state เยอะแยะมากมาย

A1 A2
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สมมตวิา่ machine ของเราสามารถเดาไดว้า่ x จบตรงไหน

ดงันัน้มนัจะจ าลอง M1บน input string ทีจ่บในสว่นของ x ได้

จากนัน้จะกระโดดไปยงั start state ใน M2หลงัจากจบ x และ accept 
string w = xy เมือ่ machine หยุดที ่accept point บางอนัของ M2
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ข้อแตกต่าง
• ลกูศรออกจาก state ม ีsymbol ซ ้า (เชน่ม ี1 ออกสองอนัใน q1)

• symbol หาย (เชน่ q2 ถา้รบั 1 มาไปไหนไมรู่)้

• ม ีempty string 𝜖

ถา้ถงึจุดตอ้งเลอืก ไมรู่จ้ะเดาทางไหน เชน่ไป q1 หรอื q2 ด ีท าอยา่งไรดี

(ลองด ูsimulation)

Nondeterministic Finite Automaton N1
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ก่อนหน้าน้ีเราพจิารณา finite automata ที่ state ถดัไปนัน้ถกู
ตดัสนิจาก input alphabet และ current state

การค านวณซึง่แต่ละขัน้ถกูก าหนดอยา่งแน่นอนจะถกูเรยีกวา่
deterministic computation 

Deterministic and Nondeterministic Finite Automata
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อกีดา้นหน่ึงคอื ใน nondeterministic computation นัน้ แต่ละ
ขัน้อาจจะมหีลายทางเลอืก

ดงันัน้เราจะเรยีกใหต้่างกนัไปเลยคอื deterministic finite 
automata(DFA) และ nondeterministic finite automata(NFA)



Computer Science, CMU

Nondeterminism is a generalization of determinism, 

so every deterministic finite automaton is automatically a 
nondeterministic finite automaton

ขอ้สงัเกต
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แต่ละจุดทีม่ทีางเลอืกไปยงัขัน้ต่อไปหลายทาง machine จะ
แบง่ตวัมนัเองออกเป็นหลายๆ copy แลว้แยกกนัไปทุกทางที่
เป็นไปไดพ้รอ้มๆกนั
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• ถา้มหีลายทางเลอืก ใหแ้บ่งตวัไปท างาน

• ตวัทีแ่บ่งจะท างานต่อไปเรือ่ยๆ และจะตายถา้ไมส่ามารถเดนิ
ต่อไปตาม input ทีไ่ดร้บัได้

• จะ accept string เมือ่ไร

เมือ่ input หมดแลว้ถา้มตีวัทีแ่บ่งสกัตวัหนึ่ง(any) ทีอ่ยูใ่น 
accept state เราจะ accept input นัน้
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N1 เมือ่รบั input 010110
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แบบนี้ computer จรงิๆ ท าไดไ้หม

ไมน่่าจะท าได ้แต่ถา้เรายอมใหเ้ครือ่งท าได ้มนัจะเก่งขึน้ไหม 
ตดัสนิปัญหาทีย่ากขึน้ไดไ้หม
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String ที ่N2 accept คอือะไร

N2
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String ที ่N3 accept คอือะไร ให้ {0} เป็น alphabet ของ N3

N3
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หลกัๆ ทีต่่างจาก DFA 

Transition function 𝛿:

รบั current state และ symbol ใน Σ ∪ {𝜖}
output เป็น subset ของ states Q

ก าหนดให ้Σ𝜖 = Σ ∪ 𝜖

แทน P(Q) ดว้ย power set ของเซต Q

เราจะไดว้า่ state transition 𝛿 ส าหรบั NFA เป็นฟังกช์นัจาก
𝑄 × Σ𝜖 → 𝑃(𝑄)

Formal definition of NFAs: 
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A nondeterministic finite automaton is a 5-tuple 
(𝑄, Σ, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) where

𝑄 is a finite set of states

Σ is a finite alphabet

𝛿: 𝑄 × Σ𝜖 → 𝑃(𝑄) is the transition function
𝑞0 ∈ 𝑄 is the start state 

𝐹 ⊆ 𝑄 is the set of accept states

Definition
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ใหเ้ขยีน formal definition ของ N1
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𝑁1 𝑖𝑠 (𝑄, Σ, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) where

𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4}
Σ = {0,1}

𝛿:

𝑞1 is the start state 
𝐹 = {𝑞4}

0 1 𝜖

𝑞1 {𝑞1} {𝑞1, 𝑞2} ∅

𝑞2 {𝑞3} ∅ {𝑞3}

𝑞3 ∅ {𝑞4} ∅

𝑞4 {𝑞4} {𝑞4} ∅
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ลองเขยีน formal definition ของ N2
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Formal definition of computation of NFAs

ให ้N = (𝑄, Σ , 𝛿, 𝑞0, 𝐹) เป็น NFA และให้ w เป็น string บน 
alphabet Σ
เราจะบอกวา่ N accept w ถา้เราสามารถเขยีน 𝑤 = 𝑤1𝑤2…𝑤𝑛
ทีแ่ต่ละ 𝑤𝑖 เป็นสมาชกิของเซตอกัขระ Σ𝜖 และมลี าดบัของ state 
𝑟0𝑟1…𝑟𝑛 ใน Q ทีเ่กดิขึน้มเีงือ่นไข 3 เงือ่นไขดงันี้

1. r0 = 𝑞0
2. 𝑟𝑖+1 ∈ 𝛿(𝑟𝑖 , 𝑤𝑖+1), for i = 0, 1, …, n-1

3. 𝑟𝑛 ∈ 𝐹

25

สงัเกตวา่นี่เป็นเซต
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ดว้ยพลงัของ nondeterminism (ความไมแ่น่นอน) ท าใหดู้
เหมอืนวา่ NFAs มพีลงัมากกวา่ เหมอืนวา่มนัเดาได ้

แต่ความเป็นจรงิแลว้ DFAs และ NFAs นัน้ recognize ภาษา 
class เดยีวกนั

เราจะบอกวา่ 2 machine นัน้ equivalent กนัถา้พวกมนั 
recognize ภาษาเดยีวกนั

NFA มพีลงัมากกวา่ DFA?
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พสิจูน์ 2 ทาง

ทางแรก ก าหนด DFA มาใหแ้ลว้สรา้ง NFA ที่ recognize ภาษา
เดยีวกนั ทางน้ีงา่ย DFA เป็น NFA อยูแ่ลว้ (ท าไม)

ทางท่ีสอง ก าหนด NFA มาใหแ้ลว้สรา้ง DFA ที ่recognize
ภาษาเดยีวกนั ทางน้ีไมง่า่ย

ในการพสิจูน์วา่ equivalence
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Theorem

Every nondeterministic finite automaton has an equivalent 
deterministic finite automaton

เราจะพสิจูน์อยา่งไร

ท าตวัเป็น automaton

เมือ่ก าหนดให้ NFA N มาใหค้ดิวา่ DFA M เป็นคนใชง้าน N

แลว้ดวูา่ M ตอ้งจ าอะไรบา้งถงึจะใชง้าน N ได้
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เพือ่ความงา่ย เราจะสนใจ

NFA นี้ รบัอะไร

ตวัอยา่ง
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รบั 1 มาเกดิอะไรขึน้
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รบั 0

รบั 0
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รบั 1

รบั 1
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รบั 0

รบั 1



Computer Science, CMU

ตอ้งจ าอะไรบา้ง

ตอ้งจ าวา่แต่ละตวัอยูต่รงไหนบา้ง

ทนีี้เรามี state กีอ่นั 

4

ดงันัน้เซตของต าแหน่งทีจ่ะอยูไ่ดม้กีีแ่บบ

มนักต็อ้งเป็นสบัเซตของ state ทีเ่ราม ีนัน่คอื 16 แบบ
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เราจะตอ้งจ าวา่ input แต่ละอนัสถานะก่อนอยูท่ีไ่หนบา้ง 

นอกจากน้ีมนัอาจจะเป็นไปไดว้า่บาง state อาจจะม ีcopy มารวมกนัก็
รวมกนัเป็น copy เดยีว

ดงันัน้ state ทัง้หมดทีเ่ป็นไปไดจ้ะม ี
∅ , {q1 , q2 , {q3}, q1, q2 , q1, q3 , q2, q3 , q1, q2, q3 }
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ให้ N = (𝑄, Σ , 𝛿, 𝑞0, 𝐹) เป็น NFA

เราจะสรา้ง DFA M = (𝑄′, Σ , 𝛿′, 𝑞0′ , 𝐹′) ที ่recognize ภาษา
เดยีวกนั
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N ไมม่ลีกูศรทีม่ ีinput เป็น 𝜖 (สอดคลอ้งกบัทีท่ าเมือ่กี)้
𝑄′ = 𝑃(𝑄)

ถา้ N เป็น state 𝑞 ∈ Q และรบั input symbol a ∈ Σ, N อาจจะยา้ย
ไปยงั state ต่างๆ ใน 𝛿(𝑞, 𝑎)

M จะท าตวัวา่เป็นหลายๆ  state ใน N นัน่คอื state ของ M เป็นบาง 
state 𝑅 ⊆ Q เมือ่ a เป็น input state ถดัไปทีจ่ะเป็นไปไดค้อื

𝛿′ 𝑅, 𝑎 =  𝑞∈𝑅 𝛿 𝑞, 𝑎

𝑞0
′ = 𝑞0

𝐹′ = {𝑅 ∈ 𝑄′|𝑅 มี 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 ของ 𝑁}

กรณีงา่ย
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หากม ี𝜖 จะจดัการอยา่งไร

เน่ืองจากเมือ่มี 𝜖 อยูบ่นลกูศร N จะสามารถยา้ยไดอ้ยา่งอสิระไป
ตามลกูศรโดยทีไ่มต่อ้งรบั input 

ตกลงกนัก่อนวา่ เดนิแลว้คอ่ย copy ตวัเอง
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จะนิยาม ส าหรบั state 𝑞 ∈ 𝑄,ให้𝐷 𝑞 เป็นเซตของ state ทัง้หมด
ทีไ่ปไดจ้าก q ผา่นทางลกูศร 𝜖 เป็นจ านวน 0 อนัเป็นตน้ไป
ดงันัน้ถา้อยูท่ี่ q แลว้มนัจะสามารถเคลือ่นทีอ่ยา่งอสิระไป state 
ใดๆ กไ็ดใ้น 𝐷 𝑞
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D(q) มนัไมไ่ดอ้ยูใ่น definition ของ NFAs มนัอยูใ่นการตคีวาม
ของเรา

ทนีี้พจิารณา M ที่ start 𝑅 ∈ 𝑄′ ที ่𝑄′เป็น powerset ของ Q

นิยาม 𝐸 𝑅 เป็นเซตของ state ทีไ่ปไดถ้งึจาก state ใน R โดย
ผา่นทางลกูศร 𝜖 เป็นจ านวน 0 อนัเป็นตน้ไป
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นัน่คอื 𝐸 𝑅 = {q|q สามารถไปไดถ้งึจาก state ใน R
โดยผา่นทางลกูศร 𝜖 เป็นจ านวน 0 อนัเป็นตน้ไป}

เมือ่น ามารวมกนัจะไดว้า่

𝛿′ 𝑅, 𝑎 = ∪𝑞∈𝑅 𝐸(𝛿(𝑞, a))

Fix จุดเริม่ตน้ start states = 𝑞0
′ = 𝐸({𝑞0})
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ข้อตกลงรบัก่อนแล้วค่อยเดินตาม 𝝐

แปลง NFA ใหเ้ป็น DFA
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Start state
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จากทีเ่ราสรา้งใหด้ ู

เน่ืองจากในแต่ละจุดที่ N ท างาน M maintain set ของ state 
ทัง้หมด ที ่N สามารถไปอยูไ่ด ้M กจ็ะ simulate N ไดอ้ยา่ง
ถกูตอ้ง
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จากทีเ่ราท าไดน้ี้ท าใหเ้ราไดคุ้ณสมบตัทิีก่วา้งขึน้ของ regular 
language 

A language is regular iff some nondeterministic finite 
automaton recognizes it

ท าแบบนี้ไดแ้ลว้มขีอ้ดอียา่งไร
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เน่ืองจาก NFA-DFA equivalence ท าใหเ้รา ไมต่อ้งสรา้ง 
deterministic finite automata ส าหรบัแสดงวา่ regular 
operations (concatenation union star) มคีุณสมบตัปิิด เราก็
สรา้ง nondeterministic finite automata แทน
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Union
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Union
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Concatenation
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Concatenation
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star
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star


