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Intro

Theory of computation จะเริม่ตน้ดว้ยค ำถำมทีว่ำ่ 
"อะไรคอืคอมพวิเตอร"์ (ไมไ่ดห้มำยถงึเครือ่งทีเ่รำใชอ้ยูน่ะ)

เรำจะพจิำรณำ เครือ่งคอมพวิเตอรใ์นอุดมคต ิซึง่จะเรยีกวำ่ 
computational model

เรำจะใช้ computational model หลำยแบบขึน้กบั feature ทีเ่รำสนใจ

โดยเรำจะเริม่ตน้ดว้ย model ทีพ่ืน้ฐำนทีส่ดุ finite state machine หรอื 
finite automata
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Automata

ค ำวำ่ Automata มำค ำในจำกภำษำกรกี "αὐτόματα“
ซึง่หมำยควำมวำ่ ท ำงำนไดด้ว้ยตวัเอง

Automaton (เอกพจน์, Automata พหพูจน์) หมำยถงึรปูแบบ
นำมธรรมของอุปกรณ์ค ำนวณทีท่ ำงำนแบบอตัโนมตัติำมล ำดบั
ของกำรด ำเนินกำรทีก่ ำหนดไวก้่อน

Automaton ทีม่จี ำนวนสถำนะ (State) จ ำกดัจะเรยีกวำ่ Finite 
Automaton(FA) หรอื Finite State Machine(FSM)
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Finite automata

Finite automata เป็นโมเดลทีด่สี ำหรบัคอมพวิเตอรท์ีม่หีน่วยควำม
จ ำทีจ่ ำกดั

ค ำถำมคอื computer ทีม่หีน่วยควำมจ ำน้อยมำกๆ ท ำอะไรไดบ้ำ้ง?

ในชวีติประจ ำวนั เรำไดใ้ชค้อมพวิเตอรแ์บบนี้อยูต่ลอด 

พวกเครือ่งใชไ้ฟฟ้ำ
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ตวัอย่างประตอูตัโนมติั

ตวัควบคุมประตูอตัโนมตั(ิเป็นบำนพบั) เป็นตวัอยำ่งทีเ่หน็ไดช้ดัอยำ่งหน่ึง

หลกัการท างานของมนั

ประตูจะเปิดเมือ่มนัตรวจพบวำ่มคีนยนือยู่

ประตูอตัโนมตัจิะมเีบำะดำ้นหน้ำเพือ่ตรวจวำ่มคีนเดนิผำ่นมำทำงเขำ้ และ
จะมเีบำะอกีอนัดำ้นหลงัทำงเขำ้เพือ่ทีต่วัควบคุมจะเปิดประตูคำ้งไวน้ำน
พอทีค่นจะผำ่นไปได ้และไมช่นคนหำกมคีนยนืดำ้นหลงัถำ้มนัเปิด
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ในตวัอยำ่งนี้ตวัควบคมุจะอยูใ่นสถานะ(state) “OPEN” หรอื “CLOSED”
เรำพบวำ่มขี้อมลูเข้า(input)ทีเ่ป็นไปได ้4 อยำ่งซึง่ state ของเครือ่งจะ
เปลีย่น(หรอืเหมอืนเดมิ) หลงัจำกไดร้บั input

FRONT : หมำยถงึคนยนืหน่ึงคนที่ Front pad
REAR : หมำยถงึคนยนืหนึ่งที่ Rear pad
BOTH : หมำยถงึคนยนืที ่pad ทัง้สอง
NEITHER : หมำยถงึไมม่ใีครยนืที ่pad ใดเลย

Front pad Rear pad

Door
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State Diagram ส ำหรบัตวัควบคุมประตอูตัโนมตัิ

OPENCLOSED

FRONT

NEITHER

REAR

BOTH

NEITHER

FRONT

REAR

BOTH
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State transition table ของตวัควบคุมประตูอตัโนมตัิ

ตวัควบคุมจะเปลีย่นจำกสถำนะหน่ึงไปอกีสถำนะ ขึน้กบัวำ่ input ที่
ไดร้บัเป็นอะไร 

เมือ่ประตอูยูใ่นสถำนะ CLOSED แลว้ไดร้บั input เป็น NEITHER หรอื REAR มนัจะ
ยงัคงอยูใ่นสถำนะ CLOSED ถำ้ input เป็น BOTH มนัจะยงัคง CLOSED เพรำะวำ่กำร
เปิดประตเูสีย่งทีจ่ะไปชนคนทีย่นือยูท่ี ่Rear pad แต่ถำ้ input เป็น FRONT มนัจะยำ้ย
สถำนะเป็น OPEN
ในสถำนะ OPEN น้ีถำ้ไดร้บั input เป็น FRONT REAR BOTH จะยงัคงเปิด แต่เมือ่
ไดร้บั input เป็น NEITHER จะเปลีย่นเป็นสถำนะเป็น CLOSED

NEITHER FRONT REAR BOTH

CLOSED CLOSED OPEN CLOSED CLOSED

OPEN CLOSED OPEN OPEN OPEN

Input signal

state
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ลองดู
Input สถานะ
เร่ิมต้น CLOSED

FRONT

REAR

NEITHER

FRONT

BOTH

NEITHER

REAR

NEITHER
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เมือ่พจิำรณำดแูลว้ประตูอตัโนมตัน้ีิเป็น Finite automata เรำจะมองตวั
ควบคุมเป็น computer ทีม่หีน่วยควำมจ ำ 1 bit สำมำรถจดจ ำสถำนะของ
ตวัควบคุมได ้2 สถำนะ

ตวัอย่างอุปกรณ์อื่นทีต่วัควบคุมมหีน่วยควำมจ ำทีใ่หญ่กวำ่ไดแ้ก่ ลฟิต์

ตวัควบคุมของลฟิตน์ัน้สถำนะอำจจะหมำยถงึชัน้ทีล่ฟิตอ์ยู่ และ input
อำจจะเป็นสญัญำณจำกปุ่ มกด computer น้ีอำจจะใชห้ลำย bit ในกำรเกบ็
ขอ้มลูเหล่ำน้ี 

ตวัควบคุมอื่นๆ ของเครือ่งใชใ้นบำ้นเชน่เครือ่งลำ้งจำน เครื่องซกัผำ้ กเ็ป็น
ตวัอยำ่งของ computer ทีม่หีน่วยควำมจ ำจ ำกดั
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เรำจะพจิำรณำ finite automata ในมมุมองทำงคณิตศำสตร์

โดยเรำจะใหน้ิยำมทีช่ดัเจนของ finite automata, ค ำศพัทต์่ำงๆ ที่
เกีย่วขอ้งส ำหรบัอธบิำยและด ำเนินกำรของ finite automata และ
ผลลพัธท์ำงทฤษฎทีีอ่ธบิำยพลงัและขอ้จ ำกดั

Finite automaton: M1 ทีม่ ี3 state
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รปูนี้เรยีกวำ่ state diagram ของ M1 มี 3 state มชีือ่ q1,q2,q3
start state q1 รูไ้ดจ้ำกเป็น state ทีม่ลีกูศรชีเ้ขำ้ทีไ่มม่ตีน้ทำง
accept state q2 รูไ้ดจ้ำกเป็น state ทีม่วีงสองวงซอ้นกนั
ลกูศรทีช่ีจ้ำก state หนึ่งไปอกี state หนึ่ง เรยีกวำ่ transitions
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เมือ่ automaton ไดร้บั input string เชน่ 1101 มนัจะด ำเนินกำรตำม string 
และให ้output ออกมำ โดย output เป็นได ้accept หรอื reject
กระบวนกำรท ำงำนของ M1 จะเริม่จำก start state q1

automaton รบั symbols จำก input string ทลีะตวัจำกซำ้ยไปขวำ หลงัจำก
อ่ำนแต่ละ symbol M1 จะยำ้ยจำก state หนึ่งไปอกี state หนึ่งตำม 
transition ทีต่รงกบั symbol
เมือ่อ่ำน symbol ตวัสดุทำ้ย M1 จะให ้output โดยถำ้หยดุที ่accept state จะ
ให ้output เป็น accept นอกนัน้ reject
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เมือ่รบั input string เป็น 1101 ใหก้บั M1 จะท ำงำนดงันี้
1. เริม่ที่ q1

2. อ่ำน 1, เปลีย่น transition จำก q1 ไป q2

3. อ่ำน 1, เปลีย่น transition จำก q2 ไป q2

4. อ่ำน 0, เปลีย่น transition จำก q2 ไป q3

5. อ่ำน 1, เปลีย่น transition จำก q3 ไป q2

6. Accept เพรำะวำ่ M1 อยูใ่น accept state q2 เมือ่ input หมด
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ทดลองกบั machine นี้ ดว้ย input ต่อไปนี้
1, 01, 11, 010101010101

00, 10, 110, 11000

100, 1100, 110000
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เรำพบวำ่ M1 accept string ทีล่งทำ้ยดว้ย 1
นอกจำกน้ีเรำพบวำ่ M1 accept string ทีล่งทำ้ยดว้ย 0 เป็นจ ำนวนคูซ่ึง่ตำมดว้ย 1
อยำ่งน้อย 1 ตวั

เรำพบวำ่ M1 reject string เชน่ 0, 10, 101000

เรำจะอธบิำยภำษำที่ M1 accept วำ่อยำ่งไรดี
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Formal Definition of a Finite Automata

Formal definition ท ำไมตอ้งมี
เพือ่ควำมถกูตอ้ง precision

Notation
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Formal Definition of a Finite Automata

A finite automata is a 5-tuple (𝑄, Σ , 𝛿, 𝑞0, 𝐹), where

1. 𝑄 is a finite set called the states,

2. Σ is a finite set called the alphabet,

3. 𝛿: 𝑄 × Σ is the transition function,

4. q0 ∈ 𝑄 is the start state, and

5. 𝐹 ⊆ 𝑄 is the set of accept states.
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Transition function: δ

Transition function เรยีกว่ำเป็นกฎในกำรยำ้ย state

ตวัอยำ่งถำ้เรำอยูท่ี ่state q แลว้ไดร้บั input เชน่ 1 มำแลว้เรำจะ
ยำ้ยไป state p:

𝛿 𝑞, 1 = 𝑝

ดงันัน้ δ เป็นฟังกช์นัจำก set ของ state และ set ของ input ท่ี
เป็นไปได้ ไปยงั set ของ state
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เรำสำมำรถอธบิำย M1 ดว้ยกำรเขยีน M1 = (𝑄, Σ , 𝛿, 𝑞0, 𝐹) โดยที่

1. 𝑄 = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3},

2. Σ = {0,1},

3. 𝛿 อธบิำยไดด้ว้ย

4. q1 เป็น start state, 

5. 𝐹 = {𝑞2}

0 1

q1 q1 q2

q2 q3 q2

q3 q2 q2
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ถำ้ A เป็นเซตของ string ทัง้หมดที ่machine M accept เรำจะเรยีก A วำ่
เป็น language of machine M เขยีนไดเ้ป็น L(M) = A

บำงทเีรำจะบอกวำ่ M recognizes A หรอื M accepts A

Machine สำมำรถ accept ไดห้ลำย string แต่มนัจะ recognizes ไดเ้พยีง 
1 language

ถำ้ machine accept no strings มนัจะ recognize 1 language ทีช่ื่อวำ่
empty language ∅

22



Computer Science, CMU

จำกตวัอยำ่งน้ีให ้
𝐴 = {𝑤|𝑤 contains at least one 1 and

an even number of 0s follow the last 1}

จะไดว้ำ่ L(M1) = A หรอื M1 recognizes A
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จงเขยีน formal description ของ machine M2
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รปู state diagram ของ machine M2

ภำษำอะไรที ่M2 recognize
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รปู state diagram ของ machine M3

ภำษำอะไรที ่M3 recognize
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รปู state diagram ของ machine M3

M3 คลำ้ยกบั M2 ต่ำงกนัตรงต ำแหน่งของ accept state
ขอ้สงัเกต เนื่องจำก start state เป็น accept state M3 จงึสำมำรถรบั
empty string 휀 ได้
Machine M3 accepts empty string หรอื string ใดๆ ทีล่งทำ้ยดว้ย 0

𝐿 𝑀3 = {𝑤|𝑤 is the empty string 휀 or ends in a 0}
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Machine M4 recognize ภำษำอะไร
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Machine M4 ม ี2 accept state q1 และ r1 ด ำเนินกำรบนเซตตวัอกัขระ 
Σ = 𝑎, 𝑏 เมือ่ลองแทนคำ่ดพูบวำ่มนั accept string a, b, aa, bb, aba แต่
reject string ab, ba, baa

เมือ่สงัเกตดดูีๆ  จะพบวำ่ M4 accepts ทุก string ทีเ่ริม่ตน้และลงทำ้ยดว้ย
อกัขระตวัเดยีวกนั

30
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ภำษำอะไรที ่M5 recognize
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Machine M5 ม ีinput symbol 4 ตวั Σ = < 𝑅𝐸𝑆𝐸𝑇 >, 0,1,2 โดยเรำมองวำ่ <RESET>
เป็น 1 symbol
Machine M5 จะนบัเอำของผลรวมของ input ทีเ่ป็นตวัเลข modulo 3 และเมือ่ไรทีร่บั
<RESET> จะเคลยีรต์วันบัเป็น 0 ใหม่
มนัจะ accept ผลรวมทีเ่ป็น 0, modulo 3(หรอืผลรวมทีเ่ป็นจ ำนวนเทำ่ของ 3)
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กำรอธบิำย finite automaton ดว้ย state diagram บำงครัง้ท ำ
ไมไ่ดใ้นบำงกรณี สว่นใหญ่จะเกดิขึน้เมือ่ diagram ใหญ่หรอืมี
เงือ่นไข อยำ่งเชน่ M5 ในกรณีนี้เรำจะไปใช ้formal description
แทน

ส ำหรบัแต่ละ i >=1 ให ้Ai เป็นภำษำของทุก strings ทีผ่ลรวมของ
จ ำนวนเป็นจ ำนวนเทำ่ของ i ยกเวน้ผลรวมจะถกูปรบัเป็น 0 เมือ่
ไดร้บั <RESET>
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ส ำหรบัแต่ละ Ai เรำให ้finite automaton Bi recognize Ai

ดงันัน้ Machine Bi นิยำมดว้ย Bi = 𝑄𝑖 , Σ, 𝛿𝑖 , 𝑞0, {𝑞0} เมือ่ Qi

เป็นเซตของ i state 𝑞0, 𝑞1, … , 𝑞𝑖−1 และ จะให ้Transition 
function 𝛿𝑖 ส ำหรบัแต่ละ j ถำ้ Bi อยูใ่น qj ผลรวมเป็น j ที ่mod i

ส ำหรบัแต่ละ qj ให้
𝛿𝑖 𝑞𝑗 , 0 = 𝑞𝑗 ,

𝛿𝑖 𝑞𝑗 , 1 = 𝑞𝑘 เมือ่ k=j+1 modulo i,

𝛿𝑖 𝑞𝑗 , 2 = 𝑞𝑘 เมือ่ k=j+2 modulo i,

𝛿𝑖 𝑞𝑗 , < 𝑅𝐸𝑆𝐸𝑇 > = 𝑞0,
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Formal definition of computation

ให ้M = (𝑄, Σ , 𝛿, 𝑞0, 𝐹) เป็น finite automaton

และให้ 𝑤 = 𝑤1𝑤2…𝑤𝑛 เป็น string ทีแ่ต่ละ 𝑤𝑖 เป็นสมำชกิ
ของเซตอกัขระ Σ แลว้ M accept w ถำ้ล ำดบัของ state 
𝑟0𝑟1…𝑟𝑛 ใน Q ทีเ่กดิขึน้มเีงือ่นไข 3 เงือ่นไขดงันี้

1. r0 = 𝑞0
2. 𝛿(𝑟𝑖 , 𝑤𝑖+1) = 𝑟𝑖+1, for i= 0, 1, …, n-1 และ

3. 𝑟𝑛 ∈ 𝐹
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เงือ่นไขที่ 1 บอกวำ่ machine เริม่ตน้ที่ start state

เงือ่นไขที ่2 บอกวำ่ machine เปลีย่นจำก state หนึ่งไปอกี state หนึ่ง ตำม 
transition function

เงือ่นไขที ่3 บอกวำ่ machine accept input ของมนัถำ้มนัจบที่ accept state

นิยาม

เรำจะบอกวำ่ M recognize language A ถำ้ A={w| M accept w}

A language is called a regular language if some finite automaton recognizes 
it.
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หำกน ำเอำ machine M5 มำเป็นตวัอยำ่ง ให้ w เป็น string

10<RESET>22<RESET>012

จะพบวำ่ M5 accept w ตำม formal definition of computation เพรำะวำ่ล ำดบัของ 
state ทีร่บัเขำ้มำเมือ่ค ำนวณเป็น

q0,q1,q1,q0,q2,q1,q0,q0,q1,q0

ซึง่สอดคลอ้งกบัเงือ่นไขทัง้ 3 

ภำษำของ machine M5 คอื

L(M5) = {w| the sum of the symbols in w is 0 or modulo 3, except that 
<RESET> resets the count to 0}

ดงันัน้ M5 recognizes ภำษำน้ี และเป็น regular language
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Designing Finite Automata

คดิวำ่เรำเป็น automaton

ในแต่ละครัง้ รบั input ทลีะตวั

คดิวำ่เรำตอ้งจ ำอะไรเพือ่ทีจ่ะไดต้ดัสนิใจไดอ้ยำ่งถกูตอ้ง (นัน่จะ
เป็น set ของ state)
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Designing Finite Automata

ภำษำทีป่ระกอบไปดว้ยทุก string ทีม่ ี1 เป็นจ ำนวนคี่
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Designing Finite Automata
ตวัอยำ่งสมมตวิำ่มเีซตของอกัขระ {0,1} และภำษำประกอบดว้ยทุก string ทีม่ ี1 
จ ำนวนคีต่วั 
เรำจะมำออกแบบ finite automata E1 ที ่recognize ภำษำน้ี
เรำตอ้งคดิวำ่เรำจะเกบ็หรอืนบัวำ่ตอนน้ี 1 มจี ำนวนเป็นคีห่รอืยงัไดอ้ยำ่งไร
เรำจ ำเป็นตอ้งเหน็ string ทัง้สำยก่อนไหม จรงิๆไมจ่ ำเป็นเรำท ำไดง้่ำยๆ โดยเรำ
จะจ ำวำ่ตอนน้ีจ ำนวน 1 เป็นคีห่รอืคูต่วั ถำ้อ่ำน symbol มำแลว้เจอ 1 เรำกจ็ะ
เปลีย่นสถำนะ(คูไ่ปคีห่รอืคีไ่ปคู่) แต่ถำ้อ่ำนเจอ 0 กไ็มเ่ปลีย่น
ในกำรออกแบบ E1 เรำกจ็ะดวูำ่ขอ้มลูอะไรทีเ่รำตอ้งจ ำ แลว้กม็ำระบุว่ำมอีะไรบำ้ง
ทีเ่ป็นไปได ้ตวัอยำ่งน้ีเรำระบุได้

เป็นคูม่ำก่อน
เป็นคีม่ำก่อน
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เรำจะก ำหนด state ใหก้บัแต่ละสถำนะทีเ่ป็นไปได ้(q1 เป็นคู่ q2 เป็นคี)่

จำกนัน้จะมำก ำหนด transition จำกกำรมองวำ่วธิกีำรเปลีย่นจำก
สถำนะหนึ่งไปอกีสถำนะหน่ึงเมือ่ไดร้บั symbol
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ขัน้ต่อไประบุ start state วำ่ถำ้ไมม่ ีsymbol หรอืเป็น empty string จะ
อยูท่ี่ state ไหน

ตวัอยำ่งน้ี start state ทีส่อดคลอ้งคอื q1 เพรำะวำ่ 0 เป็นจ ำนวนคู่

ต่อไประบุ accept state
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จงออกแบบ finite automata E2 ที ่recognize regular language 
ของทุก string ทีม่ ี001 เป็น substring ตวัอยำ่งเชน่ 0001, 1001, 
001, 101110101100101 ทุกตวัทีก่ล่ำวมำอยูใ่นภำษำ แต่ 11, 
000 ไมใ่ช่
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Regular operations

Operation ส ำหรบัด ำเนินกำรกบั Language

เป็น toolbox ส ำหรบั
สรำ้ง machine ทีซ่บัซอ้นขึน้

เป็นกำรใหเ้หตุผลกบั class ของ machine
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A Set and operations

Set จะมคีุณสมบตัปิิดภำยใตก้ำรด ำเนินกำรบำงอยำ่งถำ้เอำสมำชกิของ
เซตมำด ำเนินกำรภำยใตก้ำรด ำเนินกำรนัน้แลว้ผลลพัธท์ีไ่ดก้ย็งัอยูใ่นเซต

ตวัอยำ่งเชน่ เซตของจ ำนวนธรรมชำต ิมคีุณสมบตัปิิดภำยใตก้ำรคณู
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Regular Operations

Let A and B be languages. We define the regular operations 
union, concatenation, and star as follows.

Union: 𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 or 𝑥 ∈ 𝐵}

Concatenation: 𝐴 ∘ 𝐵 = {𝑥𝑦|𝑥 ∈ 𝐴 and 𝑦 ∈ 𝐵}

Star: 𝐴∗ =
𝑥1𝑥2…𝑥𝑘 𝑘 ≥ 0 and each 𝑥𝑖 ∈ 𝐴
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ตวัอยำ่งให้ Σ เป็นตวัอกัษรภำษำองักฤษตวัเลก็ 26 ตวั {a, b,…, z} ถำ้ 
A={good, bad}และ B={boy, girl}

𝐴 ∪ 𝐵 = {good, bad, boy, girl}
𝐴 ∘ 𝐵 = {goodboy, goodgirl, badboy, badgirl}

𝐴∗ = {ϵ, good, bad, goodgood, goodbad, badbad, badgood,… }
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Irregular Language

ภำษำจะเป็น irregular ถำ้ไมม่ ีfinite automaton ที ่recognize มนัได้

เรำจะมำดกูำรด ำเนินกำรทลีะตวั เริม่ที ่union 

ถำ้ A1 และ A2 เป็น regular แลว้ A1 ∪ A2 เป็น regular?

ลองคดิดวูำ่ถำ้รบั string มำตวัหน่ึงแลว้ จะเลอืกใช ้machine ยงัไงดี
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ตวัอยำ่ง A1 ∪ A2

สมมตวิำ่เรำม ีM1 ที่ recognize A1 และ M2 ที ่recognize A2 แลว้
อยำกจะ recognize A1 ∪ A2

ให้ M1 accept  string ทีล่งทำ้ยดว้ย 1

ให ้design

M2 accept String ทีล่งทำ้ยดว้ย 100

ให้ design
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ตวัอยำ่ง A1 ∪ A2

สมมตวิำ่เรำม ีM1 ที่ recognize A1 และ M2 ที ่recognize A2 แลว้
อยำกจะ recognize A1 ∪ A2

ให้ M1 accept  string ทีล่งทำ้ยดว้ย 1

M2 accept String ทีล่งทำ้ยดว้ย 100
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ตวัแรกอยูท่ี่ q1 ตวัสองอำจจะอยูท่ี ่r1 หรอื r2 หรอื r3 หรอื r4 กไ็ด้

ตวัแรกอยูท่ี่ q2 ตวัสองอำจจะอยูท่ี ่r1 หรอื r2 หรอื r3 หรอื r4 กไ็ด้
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Machine M ที ่recognizing A1 ∪ A2

ก ำหนดให ้Machine M1 = 𝑄1, Σ , 𝛿1, 𝑞1, 𝐹1 ที่ recognize A1

Machine M2 = 𝑄2, Σ , 𝛿2, 𝑞2, 𝐹2 ที่ recognize A2

Machine M = 𝑄1, Σ , 𝛿, 𝑞0, 𝐹 ที่
𝑄 = 𝑄1 x 𝑄2

Σ ยงัคงเหมอืนเดมิ
𝛿 นิยำมโดย 
𝛿 𝑟1, 𝑟2 , 𝑎 = 𝛿1 𝑟1, 𝑎 , 𝛿2 𝑟2, 𝑎
q0 = (q1,q2)
F={(r1,r2,)|𝑟1 ∈ 𝐹1𝑜𝑟 𝑟2 ∈ 𝐹2 }
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