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เราไดเ้รยีน linear data structures มาแลว้เชน่ stack queue
และไดเ้รยีน recursion ต่อไปเราจะมาดโูครงสรา้งขอ้มลูอกีตวั 
ทีเ่รยีกวา่ Tree 

Tree ถกูใชใ้นหลายๆ ดา้นของวทิยาการคอมพวิเตอรเ์ชน่ใน
operating systems, graphics, databases networking เป็น
ตน้ 

Tree เป็นโครงสรา้งขอ้มลูทีค่ลา้ยกบัตน้ไมท้างชวีวทิยาจรงิๆ  

ตวัอยา่งของ Tree
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โครงสรา้งขอ้มลูแบบ Tree โดยทัว่ไปแลว้จะม ีroot, branches  
และ leaves

จุดทีแ่ตกต่างอยา่งหน่ึงระหวา่งตน้ไมจ้รงิกบั tree ในทาง
วทิยาการคอมพวิเตอรค์อื โครงสรา้งขอ้มลูแบบ tree จะมี root 
อยูด่า้นบนสดุและ leaves อยูท่างดา้นล่าง

สงัเกตวา่เราสามารถเริม่จากจุดบนสดุของ tree จากนัน้จะไป
ตามเสน้ทาง(path) ทีส่รา้งจาก วงกลมและลกูศร ไปดา้นล่างได้
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ในแต่ละชัน้ของ tree เราอาจจะถามค าถามและไปตามเสน้ทาง
ทีส่อดคลอ้งกบัค าตอบของค าถาม

ตวัอยา่งเชน่ เราอาจจะถามวา่ “สิง่นี้เป็นพชืหรอืสตัว”์ ถา้
ค าตอบเป็น “พชื” เรากจ็ะไปตามเสน้ทางนัน้ จากนัน้อาจจะ
ถามต่อ เชน่ “เป็นพชืใบเลีย้งคูห่รอืใบเลีย้งเดีย่ว” ถา้ค าตอบ
เป็นไมใ่ช ่เราอาจจะหยุดกไ็ด้

ทัง้นี้เราอาจจะทอ่งไปตาม path จนกระทัง่ถงึจุดลา่งสดุของ 
tree ทีเ่ราไดช้นิดของพชืกไ็ด้
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อกีคุณสมบตัหิน่ึงของ tree คอื โหนดลกูๆ ของโหนดโหนดหน่ึง
เป็นอสิระจากกนั นัน่คอื การเปลีย่นแปลงของโหนดลกูไมม่ผีล
ต่อโหนดลกูโหนดอื่น

ตวัอยา่งเชน่ Genus Felis มโีหนดลกูเป็น Domestica และ 
Leo สว่น Genus Musca มโีหนดลกูโหนดเดยีวชือ่ Domestica
แต่เป็นคนละโหนดและไมข่ึน้กบัโหนดลกูของ Felis นัน่คอืหาก
เราเปลีย่นโหนดลกูของ Musca จะไมม่ผีลต่อลกูของ Felis
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คุณสมบตัอิกีอยา่งคอืโหนดใบ (leaf node) แตกต่างกนั เรา
สามารถระบุ path จาก root ไป leave ไดท้างเดยีว ตวัอยา่ง
จากรปูเชน่ Animalia-> Chordate->Mammal->Carnivora-
>Felidae=>Felis->Domestica

ตวัอยา่ง tree ทีเ่ราเจอบ่อยๆ อกีอยา่งคอื file system
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File system นัน้มโีครงสรา้งคลา้ยกบัตน้ไมท้างชวีวทิยา เรา
สามารถเริม่จาก root ไปยงั directory ใดๆ กไ็ด ้path นัน้จะ
ระบุโดย subdirectory

คุณสมบตัทิีส่ าคญัอกีอยา่งของ tree นัน้สบืทอดมาจากลกัษณะ
ทีเ่ป็นล าดบัขัน้ นัน้คอื เราสามารถยา้ยทัง้สว่นของ tree 
(เรยีกวา่ subtree) ไปยงัต าแหน่งใหมใ่น tree โดยทีไ่มส่ง่ผลต่อ
โครงสรา้งดา้นล่าง ตวัอยา่งเชน่ เราสามารถยา้ย Folder ไปไว้
ยงัต าแหน่งใหม ่โดยที ่subfolder กย็า้ยไปดว้ย โครงสรา้งเดมิ
ไมเ่ปลีย่นแปลง
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อกีตวัอยา่งของ tree คอื web page โดย tree จะสอดคลอ้งกบั
HTML tag ทีเ่ราใชใ้นการสรา้ง page

<html>

<head><title> Hello</title>

</head>

<body><h1>Y First Web Page</h1>

</body>

</html>
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ใน source code HTML เราสามารถใช้ tree ในการแสดงล าดบั
ขัน้ของ source ได ้แต่ละชัน้ของ tree จะสอดคลอ้งกบั level ที่
ซอ้นกนัภายใน HTML tags โดย tag แรกของ source คอื 
<html> และ tag สดุทา้ยคอื </html> tag ทีเ่หลอืจะอยูภ่ายในคู่

ถา้เราตรวจสอบ เราจะเหน็คุณสมบตักิารซอ้นกนันี้วา่เป็นจรงิ
ในทุกๆ ชัน้
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Node โหนด เป็นสว่นพืน้ฐานของ tree เราสามารถตัง้ชือ่ใหก้บั
โหนดได ้ซึง่เราจะเรยีกวา่ key โหนดอาจจะเกบ็ขอ้มลูเพิม่ได ้
เราเรยีกขอ้มลูทีเ่พิม่ขึน้มานี้วา่ payload

Edge เสน้เชือ่มเป็นสว่นพืน้ฐานอกีอนัของ tree เสน้เชือ่มจะ
เชือ่มระหวา่งโหนด 2 โหนด เพือ่แสดงความสมัพนัธร์ะหว่าง
พวกมนั แต่ละโหนดโหนด(ยกเวน้ root) จะมเีสน้เชือ่ขาเขา้ได้
เพยีงหน่ึงโหนด แต่จะมเีสน้เชือ่มขาออกไดห้ลายโหนด

ค าศพัทแ์ละนิยามต่างๆ
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Root โหนดราก เป็นโหนดเพยีงโหนดเดยีวใน tree ทีไ่มม่เีสน้
เชือ่มขาเขา้

Path เสน้ทาง เป็นล าดบัของโหนดใน tree ทีเ่ชือ่มต่อกนัดว้ย
เสน้เชือ่ม ตวัอยา่งเชน่ Mammal->Carnivora->Fellidae->Felis

Children โหนดลกู เป็นเซตของโหนด c ทีม่เีสน้เชือ่มขาเขา้
จากโหนดเดยีวกนัทีเ่ราเรยีกวา่เป็นโหนดลกูของโหนดนัน้

Parent โหนดจะเป็นโหนดพอ่ของทุกโหนดทีม่นัเชือ่มดว้ยเสน้
เชือ่มขาออก
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Sibling โหนดพีน้่อง โหนดใน tree ทีเ่ป็นโหนดลกูของ parent
ตวัเดยีวกนั เชน่ node 1 และ node 2 เป็น sibling

Subtree เป็นเซตของโหนดและเสน้เชือ่มทีป่ระกอบดว้ย 
parent และ ลกูหลานของ parent ตวันัน้
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Leaf node เป็นโหนดทีไ่มม่ี children

Level level ของโหนด n คอื จ านวนของเสน้เชือ่มบน path 
จาก root มายงัโหนด n จากนิยามนี้ท าให้ level ของ root เป็น 
0

Height ความสงูของ tree จะเทา่กบั level ทีม่ากทีส่ดุของโหนด
ใดๆ ใน tree
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นิยามอยา่งเป็นทางการของ tree ในทีน่ี้จะม ี2 นิยาม นิยาม
แรกจะเกีย่วกบัโหนดและเสน้เชือ่มอกีนิยามจะเป็นแบบ
recursive

นิยาม tree ประกอบดว้ยเซตของโหนดและเซตของเสน้เชือ่มที่
เชือ่มระหวา่งคูข่องโหนด โดยมคีุณสมบตัดิงันี้

มหีน่ึงโหนดใน tree ทีเ่ป็น root node

Path จาก root ไปยงัแต่ละโหนดมเีพยีง path เดยีว

ถา้แต่ละโหนดใน tree มลีกูไมเ่กดิ 2 เราจะเรยีกวา่ binary tree

นิยาม
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นิยามแบบทีส่อง tree จะวา่งหรอืประกอบไปดว้ย root และ 0
หรอืมากกวา่ subtree ซึง่แต่ละอนัเป็น tree ดว้ย root ของแต่
ละ subtree ถกูเชือ่มกบั root ของ parent tree ดว้ยเสน้เชือ่ม

รปูดา้นล่างเป็น tree ทีม่อียา่งน้อย 4 โหนด
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ในทนีี้เราจะสรา้ง binary tree ซึง่จะมฟัีงกช์นัดงันี้

BinaryTree() เป็นการสรา้ง binary tree ใหม่

get_left_child() คนืคา่ binary tree ทีส่อดคลอ้งกบัลกูทางซา้ย
ของโหนดปัจจุบนั (current node)

get_right_child() คนืคา่ binary tree ทีส่อดคลอ้งกบัลกู
ทางขวาของโหนดปัจจุบนั (current node)

set_root_val(val) เกบ็คา่วตัถุไวก้บัโหนดปัจจุบนั

การสรา้ง tree
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get_root_val() คนืคา่ของวตัถุทีเ่กบ็ทีโ่หนดปัจจุบนั

insert_left() สรา้ง binary tree ใหมแ่ละเชือ่มนัเป็นลกูทางซา้ย
ของโหนดปัจจุบนั

insert_left() สรา้ง binary tree ใหมแ่ละเชือ่มนัเป็นลกูทางขวา
ของโหนดปัจจุบนั

ในการตดัสนิใจสรา้ง tree เราจะเลอืกวธิกีารเกบ็ขอ้มลูภายใน 
Python ม ี2 วธิทีีน่่าสนใจ เราจะท าทัง้สองอยา่งก่อนทีจ่ะเลอืกใช ้
ทางแรกเราใช ้list of lists ทางทีส่องเราใช ้nodes and references
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เราจะเริม่ตน้ดว้ย list และเขยีนฟังกช์นับนนัน้กนั

แมว้า่การเขยีน operation ต่างๆ บน list จะต่างจาก abstract 
data type แบบอื่นทีเ่ราไดส้รา้งมาแลว้ มนัน่าสนใจเน่ืองจาก
มนัท าใหเ้ราเขยีนแบบ recursive ไดง้า่ย

List of lists tree เราจะเกบ็คา่ของ root node เป็นสมาชกิตวั
แรกของ list สมาชกิตวัทีส่องของ list จะเป็น list ของ left 
subtree ตวัทีส่ามของ list จะเป็น list อกีตวัทีเ่ป็น right 
subtree

สรา้ง tree ดว้ย List of Lists
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my_tree = ['a', #root

['b', #left subtree

['d' [ ], [ ]],

['e' [ ], [ ]]],

['c', #right subtree

['f' [ ], [ ]],

[ ] ]

]
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สงัเกตวา่เราเขา้ถงึ subtree ของ list โดยใช ้index ของ list 
แบบธรรมดา 

root ของ tree คอื my_tree[0]

left subtree ของ root คอื my_tree[1] 

right subtree ของ root คอื my_tree[2]

code ต่อไปแสดงการสรา้ง simple tree โดยใช ้list
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my_tree = ['a',['b',['d',[],[]],['e',[],[]]],['c',['f',[],[]],[]]]

print(my_tree)

print('left subtree =',my_tree[1])

print('root =',my_tree[0])

print('right subtree =',my_tree[2])

ต่อไปจะลองเขยีนฟังกช์นั
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def binary_tree( r):

return [r, [], [] ]

ฟังกช์นั binary_tree เป็นการสรา้ง list ทีม่ี root และมี sublist
วา่งสองอนั 

ในการเพิม่ left subtree ใหก้บั root เราจะตอ้ง insert list ใหมไ่ป
ในต าแหน่งทีส่องของ root list

เราจะตอ้งระวงั ถา้ในต าแหน่งทีส่องมขีองเกบ็อยูก่่อนแลว้ เราจะ
ผลกัมนัลงไปเป็นลกูทางซา้ยของของทีเ่ราจะใสใ่หม่
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def insert_left(root, new_branch):

t = root.pop(1)

if len(t) > 1:

root.insert(1, [new_branch, t, []])

else:

root.insert(1,[new_branch, [], []])

return root
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สงัเกตวา่ในการ insert ลกูทางซา้ย เราเริม่จากเอา list ของลกู
ทางซา้ยออกมาก่อน(อาจจะไมม่ตีวั)

หลงัจากนัน้เราจะเพิม่ลกูทางซา้ยใหม ่โดยให ้ลกูทางซา้ยอนั
เก่าเป็นลกูทางซา้ยของของทีเ่พิม่ นี่ท าใหเ้ราเชือ่มต่อโหนด
ใหมเ่ขา้กบั tree ได ้code ของ insert_right กค็ลา้ยกนั
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def insert_right(root, new_branch):

t = root.pop(2)

if len(t) > 1:

root.insert(2, [new_branch, [], t])

else:

root.insert(2,[new_branch, [], []])

return root

ต่อไปเป็นฟังกช์นั get set ของ root และ subtree
CS700 27



Computer Science, CMU

def get_root_val(root):

return root[0]

def set_root_val(root,new_val):

root[0] = new_val

def get_left_child(root):

return root[1]

def get_right_child(root):

return root[2]
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ต่อไปน า code มารวมกนัแลว้สัง่งานดว้ยค าสัง่

r = binary_tree(3)

insert_left(r, 4)

insert_left(r, 5)

insert_right(r, 6)

insert_right(r, 7)

l = get_left_child(r)

print(l)

set_root_val(l, 9)

print(r)

insert_left(l, 11)

print(r)

จงวาดรปู tree ทีไ่ด้
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x = binary_tree('a')

insert_left(x,'b')

insert_right(x,'c')

insert_right(get_right_child(x), 'd')

insert_left(get_right_child(get_right_child(x)), 'e')

print(x)

จงวาดรปู tree ทีไ่ด้
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จงเขยีนค าสัง่ใหไ้ด ้tree ดงัรปู
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วธิกีารทีส่องจะแสดง tree โดย nodes และ references ใน
กรณีนี้เราจะนิยาม class ทีม่ ีattributes ส าหรบัคา่ root และ 
left, right subtree 

การใช้ node และ reference เราจะคดิวา่ tree มโีครงสรา้งแบบ
นี้

Node and references
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เราจะเริม่ดว้ยการนิยาม class ส าหรบั node และ reference
ดงัหน้าต่อไป สิง่ส าคญัคอืคอื attributes left และ right ซึง่
กลายเป็น reference ของต าแหน่งต่อไปใน BinaryTree class

ตวัอยา่งเชน่ เมือ่เราเริม่ใส่ left node ใหมใ่น tree เราจะสรา้ง
instance ใหมข่อง BinaryTree และ เปลีย่น self.left_child ที ่
root มา reference node ใหมน่ี้
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class BinaryTree:

def __init__(self, root):

self.key = root

self.left_child = None

self.right_child = None

สงัเกตไดว้า่ ใน constructor นัน้ตอ้งการของมาเกบ็ไวท้ี่ root 
เชน่เดยีวกบัการทีเ่อาของมาเกบ็ใน list 

จากตวัอยา่งก่อนหน้าเราสามารถเกบ็ชือ่โหนดได ้
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รปูนี้ม ี6 instance ของ BinaryTree class
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ต่อไปเราจะมาดู function ทีเ่ราตอ้งเขยีนเพิม่ ในการเพิม่ left 
child ใหก้บั tree เราะจะสรา้ง binary tree object และก าหนด
left attribute ของ root มาอา้งองิ object ใหมน่ี้ 

def insert_left(self, new_node):

if self.left_child == None:

self.left_child = BinaryTree(new_node)

else:

t = BinaryTree(new_node)

t.left_child = self.left_child

self.left_child = t
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ในการเพิม่โหนดจะมสีองกรณีทีต่อ้งพจิารณา

กรณีแรกคอื node ทีเ่ราจะเพิม่ไมม่ลีกูทางซา้ย เรากเ็พิม่โหนด
ใหมไ่ปเป็นลกูทางซา้ยไดเ้ลย

กรณีทีส่องคอื node ทีเ่ราจะเพิม่มลีกูทางซา้ย เราจะเพิม่โหนด
ใหมแ่ลว้ดนั node ลกูทางซา้ยตวัเก่าลงไป 1 level

code ของการเพิม่ node ทางขวามอืกเ็ชน่กนั
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def insert_right(self,new_node):

if self.right_child == None:

self.right_child = BinaryTree(new_node)

else:

t = BinaryTree(new_node)

t.right_child = self.right_child

self.right_child = t
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ต่อไปเป็นพวก method เขา้ถงึคา่ต่างๆ 
def get_right_child(self):

return self.right_child

def get_left_child(self):

return self.left_child

def set_root_val(self,obj):

self.key = obj

def get_root_val(self):

return self.key
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เมือ่ไดค้รบทุกฟังกช์นัแลว้ เราจะมาลองตรวจสอบกนั

เริม่ตน้จะสรา้ง root node a และเพิม่ node b และ c เป็นลกู 
ซึง่จะเกีย่วกบัการเขา้ถงึคา่ key left right

สงัเกตวา่ ลกูทางซา้ยและลกูทางขวาจะเป็นคนละ instance 
ของ BinaryTree กนั
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r = BinaryTree('a')

print(r.get_root_val())

print(r.get_left_child())

r.insert_left('b')

print(r.get_left_child())

print(r.get_left_child().get_root_val())

r.insert_right('c')

print(r.get_right_child())

print(r.get_right_child().get_root_val())

r.get_right_child().set_root_val('hello')

print(r.get_right_child().get_root_val())
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จงเขยีน function ใหไ้ด้ tree ดงัรปู
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ในบทก่อนเราไดเ้รยีนโครงสรา้งขอ้มลูแบบ first-in first-out นัน่
คอื queue ในหวัขอ้นี้เราจะสนใจ queue ชนิดหนึ่งทีเ่รยีกวา่ 
priority queue

Priority queue ท างานคลา้ย queue ตรงทีจ่ะ dequeue ขอ้มลู
สว่นหน้าสดุออก อยา่งไรกต็าม ใน priority queue การ
เรยีงล าดบัของขอ้มลูภายในนัน้เรยีงตามความส าคญั 
ความส าคญัสงูสดุจะอยูด่า้นหน้า สว่นความส าคญัต ่าจะอยูท่า้ย

Priority Queue with Binary Heaps
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เมือ่เรา enqueue ขอ้มลูลงใน priority queue ขอ้มลูใหมน่ี้
อาจจะถกูยา้ยต าแหน่งไปยงัดา้นหน้าสดุ

เราสามารถสรา้ง priority queue ไดอ้ยา่งงา่ยๆ โดยใชก้าร sort
ขอ้มลูแลว้แทรกลง list ซึง่ท างานชา้

เราจะสรา้ง priority queue โดยใชโ้ครงสรา้งขอ้มลูทีเ่รยีกว่า 
binary heap ซึง่ท างานไดเ้รว็
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Binary heap มหีน้าตาคลา้ย tree แต่เราจะสรา้งมนัโดยใช ้list 
เพยีงอนัเดยีว

Binary heap ม ี2 ชนิด

Min heap มลีกัษณะคอื key ทีม่คีา่น้อยสดุจะอยูด่า้นหน้า

Max heap มลีกัษณะคอื key ทีม่คีา่มากสดุจะอยูด่า้นหน้า

ในทีน่ี้เราจะสรา้ง min heap 
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การด าเนินการของ binary heap

BinaryHeap() สรา้ง binary heap อนัใหม่

insert(k) เพิม่ขอ้มลูใหมล่งใน heap

find_min() คนืคา่ขอ้มลูทีม่ ีkey ทีน้่อยทีส่ดุ ขอ้มลูยงัอยูใ่น heap

del_min() คนืคา่ขอ้มลูทีม่ ีkey ทีน้่อยทีส่ดุ ลบขอ้มลูนัน้ดว้ย

is_empty() คนืคา่ True ถา้ heap วา่ง กรณีอื่น False

size() คนืคา่จ านวนขอ้มลูใน heap

build_heap(list) สรา้ง heap ใหมจ่าก list ของขอ้มลู

Binary heap operations
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import BinHeap

bh = BinHeap()
bh.insert(5)
bh.insert(7)
bh.insert(3)
bh.insert(11) 

>>> print(bh.del_min()) จะไดค้า่ min เสมอ
3
>>> print(bh.del_min()) จะไดค้า่ min เสมอ
5
>>> print(bh.del_min()) จะไดค้า่ min เสมอ
7
>>> print(bh.del_min()) จะไดค้า่ min เสมอ
11
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ในการสรา้ง binary heap เราตอ้งการใหก้ารด าเนินการต่างๆ
รวดเรว็ ดงันัน้เราจะตอ้งท าใหข้อ้มลูม ีlevel ทีต่ ่า นัน่คอื การ
ท าให้ tree balance 

Balanced binary tree นัน้โหนดจะมจี านวนโหนดใน subtree
ทางซา้ยและ subtree ทางขวาแทบจะเทา่กนั 

heap ทีเ่ราจะสรา้งนัน้เราจะท าให ้tree balance โดยการสรา้ง 
complete binary tree

Binary heap implementation
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Complete binary tree คอื tree ทีใ่นแต่ละ level มจี านวน
โหนดเตม็ยกเวน้ level ล่างสดุ โดยเราจะเตมิโหนดจากซา้ยไป
ขวา
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คุณสมบตัทิีส่ าคญัอกีอยา่งจอง complete tree คอื เราสามารถ
ใช ้list แทนได ้เราไมจ่ าเป็นตอ้งสรา้ง node และ reference
หรอื list of lists

เนื่องจากวา่ tree นัน้ complete โหนดลกูทางซา้ยของ parent
(ต าแหน่ง p) คอืโหนดทีอ่ยูท่ีต่ าแหน่ง 2p ใน list สว่นโหนดลกู
ทางขวาคอืโหนดทีอ่ยูท่ีต่ าแหน่ง 2p+1 ใน list

การหาวา่ parent คอืโหนดใดเรากใ็ชก้ารหาร สมมตวิา่โหนดใน
ต าแหน่งที ่n โหนดพอ่ของโหนดนี้คอืโหนดต าแหน่ง n/2
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วธิทีีเ่ราใชใ้นการเกบ็ขอ้มลูลง heap นัน้ขึน้กบัการรกัษาล าดบั
ใน heap 

heap order property เป็นดงันี้

ใน heap แต่ละโหนด x ทีม่ ีparent p key ใน p จะน้อยกวา่
หรอืเทา่กบั key ใน x รปูก่อนหน้าเป็น complete binary tree 
ทีม่ ีheap order property

Heap order property
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เริม่ตน้ดว้ย constructor เน่ืองจาก binary heap สามารถใช้ list 
เพยีงอนัเดยีวในการสรา้งได ้เริม่ตน้เราตอ้งสรา้ง list และสรา้ง 
attribute current_size ในการเกบ็วา่ตอนนี้มขีนาดเท่าไร

ในทีน่ี้ binary heap เปล่าเราจะใหม้สีมาชกิ 0 เกบ็ไวเ้ป็น
สมาชกิตวัแรกของ heap_list ทัง้นี้ 0 ไมถ่กูใชง้าน แต่เพือ่ให้
เราอา้งองิ index ไดง้า่ย เราจะไดเ้ริม่ตวัแรกที ่index เป็น 1

class BinHeap:

def __init__(self):

self.heap_list = [0]

self.current_size = 0

Heap operations
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ต่อไปเป็น method insert วธิทีีง่า่ยและมปีระสทิธภิาพทีส่ดุคอื
เพิม่เขา้ไปทา้ย list 

การเพิม่ไปทา้ย list นี้ยงัท าใหคุ้ณสมบตั ิcomplete tree เป็น
จรงิอยู ่แต่ปัญหาคอืการน าเอาขอ้มลูใหมไ่ปต่อทา้ยมนัจะขดักบั 
คุณสมบตัขิอง heap 

แต่เราจะใชว้ธิเีปรยีบเทยีบขอ้มลูใหมก่บั parent ของมนั ถา้
ขอ้มลูทีเ่พิม่เขา้ไปใหมน้่อยกวา่ parent เรากจ็ะสลบัทีก่นั
จากนัน้ตรวจสอบกบั parent ตวัต่อไป จนท าไมไ่ดห้รอืถงึ root
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สงัเกตวา่การปรบัขอ้มลูขึน้ไป ท าใหเ้รารกัษาคุณสมบตัขิอง 
heap ระหวา่งตวัใหมก่บัตวั parent ของมนัได ้แลว้ยงัรกัษา
คุณสมบตันิี้กบัตวัทีอ่ยูด่า้นล่างอกีดว้ย ต่อไปเป็น code ของ
การปรบัขึน้ (perculate up)
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def perc_up(self, i):

while i // 2 > 0:

if self.heap_list[i] < self.heap_list[i//2]:

tmp = self.heap_list[i//2]

self.heap_list[i//2] = self.heap_list[i]

self.heap_list[i] = tmp

i = i // 2
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ต่อไปมาด ูcode ของการ insert เมือ่เราเพิม่ของเขา้ไปต่อทา้ย 
tree จากนัน้เราจะ perculate up เพือ่ปรบัต าแหน่งใหถ้กู

def insert (self, k):

self.heap_list.append(k)

self.current_size = self.current_size+1

self.perc_up(self.current_size)
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ต่อไปเราจะสรา้ง function del_min เน่ืองจาก คุณสมบตัขิอง 
heap นัน้ root มคีา่น้อยทีส่ดุ เพือ่ใหห้าคา่น้อยทีส่ดุไดอ้ยา่ง
รวดเรว็ สว่นทีย่ากของ del_min คอื พอเอาตวัแรกออกแลว้
ตอ้งปรบัโครงสรา้งของ heap อยา่งไรเพือ่ใหย้งัคงคุณสมบตัิ
ของ heap

เริม่ตน้เราจะแทนที ่root ชอ่งทีว่า่งดว้ยขอ้มลูตวัสดุทา้ยใน list 
การยา้ยตวัสดุทา้ยมาท าใหย้งัคงรกัษาโครงสรา้งของ heap ไว้
ได ้แต่มนัท าลายคุณสมบตัขิอง heap ดงันัน้เราจะท าใหร้กัษา
คุณสมบตัขิอง heap โดยปรบัตวั root ใหมล่งไปใหอ้ยูถู่กที่
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ในการปรบัเพือ่ใหร้กัษาคุณสมบตัขิอง heap เราจะสลบั root 
กบัลกูของมนัทีน้่อยกวา่ จากนัน้อาจจะตอ้งสลบัอกีพอไปอยู่
ต าแหน่งใหมแ่ลว้ ท าจนกระทัง่ไมม่ลีกูตวัไหนน้อยกวา่มนั เรา
จะสรา้งฟังกช์นัทีเ่รยีกวา่ perc_down โดยมฟัีงกช์นัส าหรบัหา
ลกูตวัทีน้่อยสดุคอื min_child
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def min_child(self, i):

if i*2+1  self.current_size:

return i+2

else:

if self.heap_list[i*2] < self.heap_list[i*2+1]:

return i*2

else:

return i*2+1 
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def perc_down(self, i):

while (i*2) <=self.current_size:

mc = self.min_child(i)

if self.heap_list[i] > self.heap_list[mc]:

tmp = self.heap_list[i]

self.heap_list[i] = self.heap_list[mc]

self.heap_list[mc] = tmp

i = mc 
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ต่อไปเป็น code ของ del_min มกีารเรยีกใช ้perc_down

def del_min(self):

ret_val = self.heap_list[1]

self.heap_list[1] = self.heap_list[self.current_size]

self.current_size = self.current_size – 1

self.heap_list.pop()

self.perc_down(1)

return ret_val
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หากเราม ีlist แลว้เราตอ้งการสรา้ง heap เราจะท าอยา่งไร

เราอาจจะเริม่ตน้ดว้ย insert key ทลีะตวัจากนัน้ใช ้เมือ่ list มตีวั
เดยีวมนัก ็sort แลว้ พอ insert ตวัใหมม่ากใ็ช ้binary search หา
ต าแหน่งทีเ่หมาสมส าหรบัตวัใหม ่ท าไปเรือ่ยๆ 

หรอื เราจะใชฟั้งกช์นัทีเ่ราเขยีนไปสรา้งใหม ่
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def build_heap(self, a_list):

i = len(a_list)//2

self.current_size = len(a_list)

self.heap_list = [0] + a_list[:]

while(i>0):

self.perc_down(i)

i = i-1
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จากรปู เริม่ตน้ list เป็น [9,6,5,2,3] แลว้ build_heap จะยา้ย
ต าแหน่งใหเ้หมาะสม แมว้า่จะเริม่ตน้ทีต่รงกลาง tree และ
ท างานยอ้นไปทาง root ฟังกช์นั perc_down ท าใหแ้น่ใจว่าตวั
มากสดุจะถกูดนัลง 

เนื่องจากวา่ heap เป็น complete binary tree โหนดใดๆ ที ่
index เกนิครึง่จะมลีกูเป็นโหนดใบ หรอืไมม่ลีกูเลย สงัเกตวา่
เมือ่ i=1 เราจะ perc_down จาก root ลงมาซึง่อาจใชห้ลายครัง้
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ต่อไปจะมาดกูารด าเนินการบน tree ทีส่ าคญัอยา่งหน่ึงคอืการ
ตรวจสอบ tree เราจะตรวจสอบ tree ไปยงัทุกโหนดแบบมี
รปูแบบ

รปูแบบในการตรวจสอบมหีลกัๆ 3 แบบขึน้กบัล าดบัในการ
ตรวจสอบ preorder, inorder และ postorder

Tree traversal
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preorder ในการ traversal แบบ preorder เราจะตรวจสอบ 
root ก่อนจากนัน้จะไปตรวจสอบแบบ recursive กบั left 
subtree แลว้ตามดว้ย recursive กบั right subtree 

inorder ในการ traversal แบบ inorder เราจะตรวจสอบแบบ 
recursive กบั left subtree ก่อนจากนัน้จะไปตรวจสอบ root
แลว้ตามดว้ย recursive กบั right subtree 

postorder ในการ traversal แบบ postorder เราจะตรวจสอบ
แบบ recursive กบั right subtree ก่อนจากนัน้จะไปตรวจสอบ
root แลว้ตามดว้ย recursive กบั left subtree 
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ถา้เราตอ้งการอ่านหนงัสอืจากหน้าไปหลงั preorder จะท าให้
ไดล้ าดบัทีถ่กูตอ้ง เริม่ตน้ที ่book จากนัน้จะเรยีก preorder กบั
ลกูทางซา้ยแบบ recursive ซึง่คอื Chapter 1 จากนัน้เรยีก
preorder กบัลกูทางซา้ยอกี จะได ้Section 1.1 เนื่องจาก 
Section 1.1 ไมม่ลีกูแลว้ กไ็มเ่รยีก recursive กจ็ะยอ้นกลบัมา
ที ่chapter 1 แลว้กจ็ะไปทางขวานัน่คอื section 1.2 เชน่เดมิก็
จะไปตรวจสอบทางซา้ยก่อนจะได ้section 1.2.1 แลว้เป็น 
section 1.2.2 พอท าเสรจ็ Section 1.2 กเ็สรจ็แลว้ยอ้นกลบัไป
Chapter 1 แลว้คอ่ยไปท า chapter 2
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หากเป็นฟังกช์นัภายนอก

def preorder(tree):

if tree:

print(tree.get_root_val())

preorder(tree.get_left_child())

preorder(tree.get_right_child())
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หากเขยีนเพิม่ใน BinaryTree class 

def preorder(self):

print(self.key)

if self.left_child:

self.left_child.preorder()

if self.right_child:

self.right_child.preorder()
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def postorder(tree):

if tree != None:

postorder(tree.get_left_child())

postorder(tree.get_right_child())

print(tree.get_root_val())

ใหล้องท า inorder
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การน าเอา tree ไปใชก้บัปัญหาจรงิ โดยตวัอยา่งทีจ่ะยกมาใหด้คูอื 
parse tree ซึง่ถกูใชง้านกบัประโยคต่างๆ และในทางคณิตศาสตร์

Binary tree application
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อกีตวัอยา่งเป็นการแสดง mathematical expression เชน่
((7+3)*(5-2))
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เรารูอ้ะไรกบั expression นี้บา้ง

เรารูว้า่การคณูส าคญักวา่การบวกและการลบ แต่เนื่องจากมี
วงเลบ็เรารูว้า่ก่อนทีจ่ะคณูได ้ตอ้งค านวณในวงเลบ็ใหเ้สรจ็ก่อน

ล าดบัชัน้ของ tree ท าใหเ้ราเขา้ใจล าดบัการท างานของการ
ประมวลผล expression
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ก่อนทีจ่ะท า level บน เราตอ้งท า level ล่างใหเ้สรจ็ก่อนในรปู
คอื เราตอ้งบวกลบใหเ้สรจ็ก่อนคณู การบวกซึง่เป็น left sub 
tree ไดผ้ลลพัธ ์10 การลบไดผ้ลลพัธ ์3 

จากนัน้เราจะเปลีย่น subtree เป็นโหนดไดแ้ลว้คอ่ยไปคณูต่อ
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ต่อไปเราจะมาด ู

วธิกีารสรา้ง parse tree จาก mathematical expression

วธิคี านวณ expression ทีเ่กบ็ใน parse tree

วธิเีปลีย่นกลบัเป็น mathematical expression
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ขัน้แรกในการสรา้ง parse tree คอืการแตก expression 
ออกเป็น list ของ token (สญัลกัษณ์)

token ม ี4 กลุ่มคอื วงเลบ็เปิด วงเลบ็ปิด operator operand

เรารูว้า่เมือ่ไรกต็ามทีอ่่านแลว้เจอวงเลบ็เปิด นัน่คอืเราก าลงัจะ
เริม่ expression ใหม ่ดงันัน้เราควรจะสรา้ง tree ใหม ่ในทาง
กลบักนัเมือ่เราเจอวงเลบ็ปิดแสดงวา่จบ expression

เรารูอ้กีวา่ operand จะไปเป็น leaf node และเป็นลกูของ 
operator สดุทา้ยเรารูว้า่ทุก operator จะมลีกูทางซา้ยและขวา
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ท าใหเ้ราสรา้งกฎ 4 ขอ้ไดด้งันี้
ถา้ token ปัจจุบนัเป็น '(' จะเพิม่ node ใหมเ่ป็นลกูทางซา้ยของ node 
ปัจจุบนัแลว้ยา้ยไปลกูทางซา้ย

ถา้ token ปัจจุบนัเป็น['+','-','*','/'] ก าหนดคา่ใหโ้หนดปัจจุบนัเป็น 
operator ตวันัน้ เพิม่โหนดใหมเ่ป็นลกูทางขวาแลว้ยา้ยไปลกูทางขวา

ถา้ token ปัจจุบนัเป็นตวัเลข ก าหนดค่าใหโ้หนดนัน้เป็นนตวัเลขแลว้
กลบัมาที ่parent

ถา้ token ปัจจุบนัเป็น ')' กลบัไปที ่parent ของโหนดปัจจุบนั
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ตวัอยา่ง สมมตวิา่ม ีexpression (3+(4*5))
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เราจะน าเอา class tree ทีเ่ขยีนไวม้าประยกุตใ์ช ้จากตวัอยา่ง
จะเหน็ไดว้า่เราสนใจ โหนดปัจจุบนั parent ของมนั ลกูทางซา้ย
ลกูทางขวา ใน code เรามี get_left_child และ get_right_child

แลว้เราจะจดัการอยา่งไรกบั parent

วธิงีา่ยสดุคอืใช้ stack เพือ่จะไดย้อ้นกลบัได้

เมือ่ไรกต็ามทีเ่ราจะตอ้งลงไปทีโ่หนดลกู เราจะ push โหนด
ปัจจุบนัลง stack ไว ้เมือ่เราจะกลบัมาเราก ็pop เอา
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เราจะใชท้ัง้ class Stack และ 
BinaryTree

def build_parse_tree(fp_exp):

fp_list = fp_exp.split()

p_stack = Stack()

e_tree = BinaryTree('')

p_stack.push(e_tree)

current_tree = e_tree

for i in fp_list:

if i == '(':

current_tree.insert_left('')

p_stack.push(current_tree)

current_tree = current_tree.get_left_child()

elif i not in ['+','-','*','/',')']:

current_tree.set_root_val(int(i))

parent = p_stack.pop()

current_tree = parent

elif i in ['+','-','*','/']:

current_tree.set_root_val(int(i))

current_tree.insert_right('')

p_stack.push(current_tree)

current_tree = current_tree.get_right_child()
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elif i == ')':

current_tree = p_stack.pop()

else:

raise ValueError

return e_tree

pt = build_parse_tree("( ( 10 + 5 ) * 3")

pt.postorder()
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จากกฎทัง้ 4 ขอ้เรากม็าเขยีนเป็น if ในบรรทดัที ่11, 15,19
และ 24 ในแต่ละกรณีเราก ็code ตามกฎโดยมกีารเรยีกใช ้
BinaryTree และ Stack

สว่นทีต่รวจสอบ error คอื else อนัสดุทา้ยทีเ่ราเรยีก 
ValueError ซึง่เกดิเมือ่ token ทีร่บัเขา้มาเราไมรู่จ้กั

ตอนนี้เราได้ parse tree แลว้ต่อไปเราจะเขยีนฟังกช์นั
ประมวลผล โดยคนืผลลพัธเ์ป็นตวัเลข

CS700 88



Computer Science, CMU CS700 89

เราจะเปลีย่นจาก tree ตน้ฉบบัเป็นดา้นขวา แลว้เปลีย่นเป็น
ผลลพัธ์
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เราจะเขยีนเป็น recursive เราจะเริม่ตน้การออกแบบ 
recursive algorithm ดว้ย base case

Base case คอืตรวจสอบ leaf node ซึง่ใน parse tree นัน้ leaf 
node จะเป็น operand เสมอ

เน่ืองจากวตัถุทีเ่ป็นเลขจ านวนเตม็หรอืจ านวนจรงิ ไมต่อ้งการ
แปลความ ใชไ้ดเ้ลยในฟังกช์นั evaluate เรากจ็ะคนืคา่ทีเ่กบ็ไว้
ที่ leaf node ไดเ้ลย
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ในการเกบ็ผลลพัธข์องการเรยีก recursive 2 ครัง้ เราจะน าเอา
operand ทีเ่กบ็ใน โหนด parent มาประมวลผลค าตอบของการ
ค านวณคา่ของ node ลกู

ตวัอยา่งเชน่ โหนดลกูสองตวัประมวลผลได ้10 และ 3 หลงัจาก
นัน้ประมวลผลต่อไดผ้ลลพัธส์ดุทา้ยคอื 30
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Code ของ evaluate เริม่ตน้จะไดค้า่ของลกูทางซา้ยและขวา
ของโหนดปัจจุบนั ถา้ลกูทางซา้ยและขวา ประมวลได ้None
แสดงวา่ โหนดปัจจุบนัเป็น leaf node

ถา้โหนดปัจจุบนัไมใ่ช่ leaf node จะมองไปที่ operator ของ
current node แลว้ใชม้นัหาผลลพัธจ์ากการประมวลของลกู
ทางซา้ยและลกูทางขวา
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ในการเขยีน code เราจะใช ้dictionary กบั key '+','-','*','/' คา่ที่
เกบ็ใน dictionary เป็นฟังกช์นัจาก Python operator module

Operator module จะฟังกช์นัหลายรปูแบบทีใ่ชก้นับ่อยๆ

เมือ่เราคน้หาใน dictionary เรากจ็ะไดฟั้งกช์นัทีส่อดคลอ้งกนั

ตวัอยา่งเชน่หากคน้หาได ้opers['+'](2,2) เทยีบไดก้บัการเรยีก
ฟังกช์นั operator.add(2,2)
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import operator

def evaluate(parse_tree):

opers = {'+':operator.add,'-':operator.sub,'*':operator.mul,'/':operator.truediv}

left = parse_tree.get_left_child()

right = parse_tree.get_right_child()

if left and right:

fn = opers[parse_tree.get_root_val()]

return fn(evaluate(left), evaluate(right))

else:

return parse_tree.get_root_val()

CS700 94


