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Recursion คอืวธิกีารแกป้ญัหาแบบหน่ึงทีเ่กีย่วกบัการแตก

ปญัหาเป็นปญัหาทีเ่ลก็ลงๆ จนกระทัง่ปญัหาเลก็พอทีเ่ราจะแก้

มนัไดโ้ดยงา่ย

โดยทัว่ไปแลว้ recursion เกีย่วกบัฟงักช์นัทีเ่รยีกตวัเอง 

แมว้า่มนัจะมองออกยาก แต่ recursion ทาํใหเ้ราสามารถเขยีน

คาํตอบในรปูทีส่วยงามของปญัหาได ้แมว้า่จะเขยีนโปรแกรม

ยากกต็าม

Recursion คอือะไร
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เราจะเริม่ตน้ดว้ยปญัหาทีง่า่ยก่อนซึง่เรารูว้ธิกีารแกโ้ดยทีไ่มใ่ช ้

recursion 

สมมตวิา่เราตอ้งการคาํนวณหาผลรวมของจาํนวนใน list เช่น 

[1,3,5,7,9] หากเขยีนฟงักช์นัแบบวนซํ้าจะเขยีนไดด้งัน้ี

def list_sum(num_list):

the_sum = 0

for i in num_list:

the_sum = the_sum + i

return the_sum

การคาํนวณผลรวมของจาํนวนในลสิต์
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ฟงักช์นัน้ีใชต้วัแปร the_sum เป็นตวัแปรทีร่วมผลบวกของ

จาํนวนทุกจาํนวนใน list โดยเริม่ตน้ใหม้คีา่เป็น 0 หลงัจากนัน้

จะเพิม่คา่ตามจาํนวนใน list ทลีะตวั

print(list_sum([1,3,5,7,9]))

สมมตวิา่ถา้เราไมม่ ีfor หรอื while ใหใ้ช ้เราจะคาํนวณผลรวม

ของจาํนวนใน list ไดอ้ยา่งไร
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เราอาจจะเริม่ดว้ยสิง่ทีเ่ราม ีฟงักช์นั นัน่เอง โดยสรา้งฟงักช์นั

addition ทีเ่ป็นฟงักช์นัทีร่บัขอ้มลูเขา้สองตวั

ดงันัน้เราอาจจะตอ้งนิยามปญัหาใหมจ่ากการบวกกนัของ list 

เป็นการบวกเป็นคู่ๆ  โดยใชฟ้งักช์นั

เราจะเขยีน list ใหมด่ว้ยวงเลบ็แทนการเรยีกใชฟ้งักช์นั จะได้

((((1+3)+5)+7)+9) 

หรอือาจจะเขยีนเป็น (1+(3+(5+(7+9))))
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สงัเกตวา่วงเลบ็ในสดุ (7+9) เป็นปญัหาทีเ่ราสามารถแกไ้ดโ้ดย

ไมต่อ้งใช ้loop หรอืคาํสัง่พเิศษอื่นๆ 

ทัง้น้ีเราสามารถใชล้าํดบัทีก่าํหนดใหต่้อไปน้ีเพือ่คาํนวณการ

บวก

Total = (1+(3+(5+(7+9))))

Total = (1+(3+(5+16)))

Total = (1+(3+21))

Total = (1+24)

Total = 25
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เราสามารถเอาแนวคดิน้ีมาเขยีนเป็นภาษา Python ไดห้รอืไม่

เริม่ตน้ปญัหาการหาผลรวมในรปูของ list

เราอาจจะบอกวา่ ผลรวมของ list (num_list) คอืผลรวมของ

สมาชกิตวัแรกกบัตวัทีเ่หลอื num_list[0] กบั num_list[1:]

หากประกาศในรปูของฟงักช์นัจะไดว้า่

list_sum(num_list) = first(num_list)+list_sum(rest(num_list))

โดยที ่first(num_list)คนืคา่สมาชกิตวัแรกและrest(num_list) คนื 

list ของทุกตวัยกเวน้ตวัแรก
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def list_sum(num_list):

if len(num_list) == 1:

return num_list[0]

else:

return num_list[0] + list_sum(num_list[1:])

print(list_sum([1,3,5,7,9]))
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จากตรงน้ีเราพอจะไดไ้อเดยี ไอเดยีแรกในบรรทดัที ่2 เราได้

ตรวจสอบวา่ถา้ list ม ี1 ตวัหรอืไม ่

การตรวจสอบน้ีสาํคญัมาก เพราะวา่จะเป็นจุดทีท่าํใหเ้ราออก

จากฟงักช์นัได ้

ทัง้น้ีผลรวมของ list ทีย่าว 1 ชอ่งนัน้หาไดง้า่ย คอืตวัมนัเอง 

ไอเดยีทีส่องในบรรทดัที ่5 ฟงักช์นัของเรามกีารเรียกตวัเอง

ฟังกช์นัท่ีเรียกตวัเองเราเรียกว่า recursive function
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เมือ่เราทาํตามไปจนถงึจุดหน่ึงทีป่ญัหาแกง้า่ยแลว้ เราจะนํา

สว่นเลก็ๆ ทีแ่กแ้ลว้มารวมกนักลบัเป็นคาํตอบของปญัหาตัง้ตน้

ในรปูเป็นการแสดงวา่ list_sum ทาํงานอยา่งไร เป็นการเรยีก

ทาํงานจากหลงัไปหน้า เมือ่ list_sum ไปถงึจุดบนสดุ เราจะได้

คาํตอบ
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ทุก recursive algorithm จะมกีฎ 3 ขอ้

1. Recursive algorithm ตอ้งม ีbase case

2. Recursive algorithm ตอ้งเปลีย่น state และเปลีย่นไปเป็น

base case 

3. Recursive algorithm ตอ้งเรยีกตวัเอง 

กฎสามขอ้ของ Recursion 
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มาลองพจิารณาแต่ละขอ้ เมือ่เปรยีบเทยีบกบั list_sum

ขอ้แรก base case คอืเงือ่นไขทีท่าํให้ algorithm หยดุการ

เรยีกตวัเอง base case โดยทัว่ไปแลว้คอืปญัหาทีม่ขีนาดเลก็

พอทีเ่ราจะแกไ้ดโ้ดยตรง ใน list_num นัน้ base case คอื list 

ทีค่วามยาว 1

ขอ้สอง เราจะตอ้งเรยีงการเปลีย่นแปลงของ state ทีเ่ปลีย่นไป

เป็น base case ทัง้น้ีการเปลีย่น state หมายถงึขอ้มลูที่

algorithm ใชถ้กูเปลีย่นแปลง
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โดยทัว่ไปแลว้ขอ้มลูทีแ่สดงในปญัหาของเรานัน้ จะถกูทาํใหเ้ลก็

ลงไดใ้นบางวธิี

ใน list_sum โครงสรา้งขอ้มลูของเราคอื list ซึง่เราจะสนใจการ

เปลีย่น state ของ list 

เน่ืองจาก base case คอื list ทีย่าว 1 การเปลีย่น state เพือ่ให้

ไปถงึ base case ไดค้อื การทาํให้ list สัน้ลง นัน่คอืสิง่ทีเ่กดิขึน้

ในบรรทดัที ่5 ทีเ่ราเรยีก list_sum ดว้ย list ทีส่ ัน้ลง

กฎขอ้สดุทา้ยคอื ตอ้งเรยีกตวัเอง น่ีเป็นนิยามของ recursion
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หากคาํนวณผลรวมของ list [2,4,6,8,10] มกีารเรยีกตวัเองกี่

ครัง้

สมมตวิา่ตอ้งการเขยีน recursive function เพือ่คาํนวณคา่ 

factorial f(n) คอืคา่ n*n-1*n-2*… เมือ่คา่ factorial ของ 0 มคีา่

เป็น 1 เราจะเลอืก base case เป็นเทา่ไรดี

จงเขยีนฟงักช์นั คาํนวณคา่ n! (factorial) เมือ่ใหค้า่ n
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สมมตวิา่ตอ้งการเปลีย่นเลขจาํนวนเตม็ไปเป็นขอ้ความในบาง

ฐานระหวา่งฐานสองกบัฐานสบิหก ตวัอยา่งเชน่ตอ้งการเปลีย่น

เลขจาํนวนเตม็ 10 ไปเป็นขอ้ความในฐานสบิได ้10 หรอื

เปลีย่นไปเป็นขอ้ความในฐานสองได้ 1010

เราเคยเขยีนโปรแกรมแกไ้ปแลว้โดยใช ้stack 

เราจะมาดกูนัหากแกด้ว้ย recursive 

การเปลีย่นเลขจาํนวนเตม็เป็นขอ้ความในฐานใดๆ
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มาดตูวัอยา่งของการใชฐ้าน 10 และเลข 769

สมมตวิา่เรามลีาํดบัของอกัขระทีส่อดคลอ้งกบัฐาน 10 เช่น

conv_string = “0123456789”

มนังา่ยในการเปลีย่นจาํนวนทีน้่อยกวา่ 10 ไปเป็น string ทีเ่ทา่กนั

โดยการมองไปในลาํดบั เชน่ ถา้จาํนวนทีส่นใจเป็น 9 แลว้ 

ขอ้ความใน conv_string[9] หรอื “9”
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ถา้เราสามารถแบ่งเลข 769 ออกเป็นเลขโดด 3 ตวั(7, 6, 9)แลว้

การเปลีย่นเป็นเป็นขอ้ความจะงา่ย

ดงันัน้จาํนวนทีน้่อยกวา่ 10 น่าจะเป็น base case

เมือ่รูว้า่อะไรคอื base case แลว้ ภาพรวมของโปรแกรมของ

เราจะเกีย่วขอ้งกบั 3 สว่น

ลดเลขตัง้ตน้ใหเ้ป็นลาํดบัของเลขโดด

เปลีย่นเลขโดดใหเ้ป็นขอ้ความโดยใชก้ารเทยีบ

ต่อขอ้ความทีเ่ป็นเลขโดดเขา้ดว้ยกนัเป็นคาํตอบ
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ขัน้ต่อไปเป็นการหาวา่จะเปลีย่น state อยา่งไรเพือ่ใหม้ี

ความกา้วหน้าจนไปถงึ base case ได้

เน่ืองจากเราทาํงานกบัจาํนวนเตม็ พจิารณาวา่การดาํเนินการ

ทางคณิตศาสตรอ์ะไรทีท่าํใหจ้าํนวนลดลง 

ตวัเลอืกทีน่่าจะเป็นไปไดค้อื การหาร และ การลบ

การลบน่าจะใชไ้ดแ้ต่วา่มนัไมช่ดัเจนวา่เราจะลบอะไร

การหารกบัสว่นทีเ่หลอืใหส้ิง่ทีเ่ราตอ้งการ ดงันัน้เราจะมาดวูา่

อะไรเกดิขึน้ถา้เราหารดว้ยฐานทีเ่ราตอ้งการเปลีย่น
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เมือ่เราหาร 769 ดว้ย 10 เราจะได ้76 และไดเ้ศษ 9

อยา่งแรกเราไดเ้ศษ คอืจาํนวนทีน้่อยกวา่ฐานทีเ่ราตอ้งการ

เปลีย่น ซึง่เราเปลีย่นเป็น string ไดเ้ลย

อยา่งทีส่องเราไดจ้าํนวนทีน้่อยกวา่คา่เริม่ตน้และลดลงมุง่ไปสู่

base case 

งานต่อไปกค็อื เราจะเปลีย่น 76 ใหไ้ปเป็น string ซึง่เราจะได ้7 

เศษ 6 

สดุทา้ยเราลดรปูปญัหาไดเ้หลอืเพยีงการเปลีย่น 7 จากเงือ่นไข

ทีว่า่ n <= base ซึง่ base =10
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ลาํดบัของการทาํงานเป็นดงัรปูน้ี

สงัเกตวา่เลขทีเ่ราตอ้งจาํคอื เลขเศษ ทีอ่ยูใ่นกลอ่งดา้นขวา
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หากเขยีนเป็น Python ระหวา่งฐาน 2 ถงึฐาน 16 จะได้

def to_str(n , base):

convert_string = "0123456789ABCDEF"

if n < base:

return convert_string[int(n)]

else:

return to_str(int(n/base),base)+convert_string[int(n % base)]

print(to_str(1453,16))
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สงัเกตวา่บรรทดัที ่3 เราจะตรวจสอบ base case วา่ n น้อย

กวา่ base ทีเ่ราตอ้งการเปลีย่นหรอืไม ่

ถา้ตรวจสอบพบ เราจะหยดุเรยีกตวัเอง และคนืคา่ string จาก

ลาํดบัใน convert_string

ในบรรทดัที ่6 สอดคลอ้งกบักฎขอ้ 2 และ 3 โดยเรยีกตวัเอง

และลดขนาดปญัหาดว้ยการหาร

ใหท้ดลองเปลีย่นเลขฐานด ูเชน่ 10 เปลีย่นเป็นฐาน 2 

CS700 23



Computer Science, CMU CS700 24



Computer Science, CMU

สมมตวิา่แทนทีเ่ราจะเชื่อมผลลพัธข์องการเรยีก recursive ของ 

to_str กบัขอ้ความจาก convertString เราจะปรบัอลักอรทิมึ

ของเราให ้push string บน stack แทนการเรยีก recursive 

ปรบั code เป็นแบบน้ี

Implement recursion ดว้ย stack

CS700 25



Computer Science, CMU

from mystack import Stack # As previously defined

r_stack = Stack()

def to_str(n, base):

convert_string = "0123456789ABCDEF"

while n > 0:

if n < base:

r_stack.push(convert_string[n])

else:

r_stack.push(convert_string[n % base])

n = n // base

res = ""

while not r_stack.is_empty():

res = res + str(r_stack.pop())

return res

print(to_str(1453, 16))
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ในแต่ละครัง้ทีม่กีารเรยีก to_str เราจะ push อกัขระไวบ้น 

stack จากตวัอยา่งก่อนหน้า เราจะเหน็ไดว้า่หลงัจากมกีารเรยีก

to_str ในครัง้ที ่4 ครัง้ stack จะมหีน้าตาแบบน้ี

สงัเกตวา่เราสามารถ pop อกัขระออกจาก stack แลว้เชือ่มกนั

เป็นผลลพัธส์ดุทา้ย 1010
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ตวัอยา่งก่อนหน้าทาํใหเ้หน็วา่ Python นัน้สรา้งการเรยีก

recursive function นัน้ทาํอยา่งไร 

เมือ่ฟงักช์นัถกูเรยีกใน Python,  stack frame จะถกูจองเพือ่

จดัการเกบ็ local variable ของฟงักช์นั

เมือ่ฟงักช์นัคนืคา่ คา่ทีค่นืคอื top ของ stack สาํหรบัการเรยีก

ฟงักช์นั
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ตวัอยา่งของการ call stack ทีถ่กูสรา้งจาก to_str(10,2)
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Stack frame ให้ scope สาํหรบัตวัแปรทีใ่ชไ้ดจ้ากฟงักช์นั 

แมว้า่เราเรยีกฟงักช์นัเดยีวกนัซํ้าแลว้ซํ้าอกี การเรยีกแต่ละครัง้

จะสรา้ง scope ใหมข่องตวัแปรทีเ่ป็น local ของฟงักช์นันัน้

ถา้หากเขา้ใจเรือ่ง stack จะทาํใหเ้ขา้ใจ recursive function 

งา่ยขึน้
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จงเขยีนฟงักช์นัทีร่บั string แลว้ตรวจสอบวา่ string ทีร่บัมา

เป็น palindrome หรอืไม ่ใหค้นืคา่ True / False

String เป็น Palindrome ถา้สะกดจากดา้นหน้าไปหลงั และหลงั

ไปหน้าไดต้วัเดยีวกนั ตวัอยา่งเชน่ kayak 

แบบฝึกหดั
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จงเขยีนฟงักช์นั คาํนวณคา่ลาํดบั Fibonacci 

คา่ 1 1 2 3 5 8 13

ตวัที่ 1 2 3 4 5 6 7

เชน่ print(fibo(5)) ไดค้า่ 5

print(fibo(6)) ไดค้า่ 8

แบบฝึกหดั
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หอคอยแหง่ฮานอย เป็นเกมคณิตศาสตร ์ประกอบดว้ยหมดุ 3 

แทง่ และ จานกลมแบนขนาดต่างๆ ซึง่มรีตูรงกลางสาํหรบัให้

หมดุลอด 

เกมเริม่จากจานทัง้หมดวางอยูท่ีห่มดุเดยีวกนั โดยเรยีงตาม

ขนาดจากใหญ่ทีส่ดุอยูท่างดา้นลา่ง จนถงึจานขนาดเลก็ทีส่ดุอยู่

ดา้นบนสดุ เป็นลกัษณะกรวยควํ่าตามรปู

Tower of Hanoi
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เป้าหมายของเกมคอื พยายามยา้ยกองจานทัง้หมดไปไวท้ีอ่กี

หมดุหน่ึง โดยการเคลือ่นยา้ยจานจะตอ้งเป็นไปตามกตกิาคอื

    สามารถยา้ยจานไดเ้พยีงครัง้ละ 1 ใบ

    ไมส่ามารถวางจาน ไวบ้นจานทีม่ขีนาดเลก็กวา่ได้

CS700 34



Computer Science, CMU

หอคอยฮานอยเป็นเกมปรศินาทีส่รา้งขึน้มาโดย นกั

คณิตศาสตรช์ือ่ Edouard Lucas ในปี 1883

มตีาํนานเกีย่วกบัวดัฮนิด ูซึง่มหีอ้งทีภ่ายใน มเีสา 3 หลกั และ 

จานทองอยู ่64 ใบ คลอ้งอยูก่บัเสา โดยทีพ่ราหมณ์ในโบสถน์ัน้

จะทาํการเคลือ่นยา้ยจานทองตามคาํสัง่ทีร่ะบุไวใ้นคาํพยากรณ์ 

โดยการเคลื่อนยา้ยนัน้จะตอ้งเป็นไปตามเงือ่นไขของเกมปญัหา

Tower of Hanoi
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คาํพยากรณ์ในตํานานไดท้าํนายไวว้า่ เมื่อปญัหาถูกแก ้วาระสดุทา้ย

ของโลกจะมาถงึ ดงันัน้ปญัหาน้ีจงึมอีกีชื่อหน่ึงวา่ ปญัหา "Tower of 

Brahma" (หอแหง่พรหม) ไมม่ขีอ้มลูเดน่ชดัวา่ ลคูาสนัน้เป็นผูแ้ต่ง

ตํานานน้ีขึน้ หรอื วา่ไดร้บัแรงบนัดาลใจจากตํานานน้ี

หากตํานานน้ีเป็นจรงิ และ พราหมณ์สามารถยา้ยจานดว้ยความเรว็ 1 

ใบต่อวนิาทแีละใชจ้าํนวนครัง้การยา้ยทีน้่อยทีส่ดุ เวลาทัง้หมดทีใ่ชใ้น

การแกป้ญัหาน้ีคอื 264 − 1 วนิาท ีหรอื ประมาณ 585 พนัลา้นปี (อายุ
ของจกัรวาลในตอนน้ี ประมาณ 13.7 พนัลา้นปี)
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http://gamecenter.kapook.com/flashgames-48574
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เราจะแกป้ญัหาน้ีแบบ recursive ไดอ้ยา่งไร

ลองคดิแกป้ญัหาน้ีจากล่างขึน้บน

สมมตวิา่เรามเีสาทีม่ ี5 จาน (เสาแรกหรอืเสาซา้ยมอืสดุ) ถา้เรา

รูว้ธิยีา้ยเสาเมือ่มี 4 จาน เราจะทาํอยา่งไร

เรากย็า้ย 4 จานมาไวเ้สากลาง ยา้ยจานสดุทา้ยไปไวเ้สาทีส่าม

(ขวามอืสดุ) แลว้ยา้ย 4 จานไปไวเ้สาทีส่าม
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ถา้เราไมรู่ว้ธิกีารยา้ยเสาเมือ่ม ี4 จาน

สมมตวิา่เรารูว้ธิกีารยา้ย เสาทีม่ ี 3 จาน เรากจ็ะยา้ยเสา 3 จาน

ไปไวเ้สาตน้กลาง แลว้ยา้ยจานที ่4 ไปไวเ้สาที่ 3 จากนัน้ยา้ย

จานจากเสาตน้กลางมาตน้ขวาสดุ

ถา้ไมรู่ก้ด็วูา่ 2 จานยา้ยอยา่งไร

... กท็าํแบบเดมิ
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Outline สมมตวิา่เรายา้ยจาก starting pole ไป goal pole โดย

ใช้ intermediate pole

1. ยา้ยเสาทีม่จีาน height-1 ไป intermediate pole โดยใช ้goal 

pole

2. ยา้ยจานทีค่า้งอยูไ่ปยงั final pole

3. ยา้ยเสาทีม่จีาน height-1 จาก intermediate pole ไป goal pole 

โดยใช ้starting pole
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ตราบเทา่ทีเ่รายงัใชก้ฎทีว่า่ ไมส่ามารถวางจาน ไวบ้นจานทีม่ี

ขนาดเลก็กวา่ได ้เราจะสามารถใช้ 3 ขัน้ตอนทีว่า่แบบ recursive 

ได ้โดยทาํเหมอืนกบัวา่จานขนาดใหญ่ไมไ่ดอ้ยูต่รงนัน้

สิง่ทีข่าดไปจาก outline คอื นิยามของ base case

ปญัหางา่ยสดุขอ tower of Hanoi คอืมจีานกีใ่บ
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ใบเดยีว คอืเรายา้ยไปยงัเสาปลายทางไดเ้ลย

เพิม่เตมิขัน้ตอนใน outline ทีจ่ะทาํใหเ้ราเปลีย่น state ไปยงั 

base case คอื การลดความสงูของ tower ในขัน้ที่ 1 และ 3

def move_tower(height, from_pole, to_pole, with_pole):

if height >= 1:

move_tower(height - 1, from_pole, with_pole, to_pole)

move_disk(from_pole, to_pole)

move_tower(height - 1, with_pole, to_pole, from_pole)

CS700 42



Computer Science, CMU

สงัเกตวา่ code คลา้ยกบัคาํอธบิายใน outline เลย

หวัใจของอลักอรทิมึน้ีคอืการเรยีก recursive 2 อนัทีต่่างกนั 

บรรทดัที่ 3 และ 5 

บรรทดัที ่3 ยา้ยทุกจานยกเวน้จานสดุทา้ยจากเสาเริม่ตน้ไปยงั

เสาทีพ่กั 

บรรทดัต่อมายา้ยจานสดุทา้ยไปยงัเสาปลายทาง

บรรทดัที ่5 ยา้ยทุกจานจากเสาทีพ่กัไปยงัเสาปลายทางวางบน

จานสดุทา้ยนัน่เอง
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Base case จะตรวจพบเมือ่ความสงูเป็น 0 ในกรณีน้ีจะไมท่าํ

อะไร

ฟงักช์นั moveDisk จะเป็นการ print วา่เรายา้ยจานจากทีไ่หน

ไปทีไ่หน 

def move_disk(fp,tp):

print("moving disk from",fp,"to",tp)
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def move_tower(height, from_pole, to_pole, with_pole):

if height >= 1:

move_tower(height - 1, from_pole, with_pole, to_pole)

move_disk(from_pole, to_pole)

move_tower(height - 1, with_pole, to_pole, from_pole)

def move_disk(fp,tp):

print("moving disk from",fp,"to",tp)

move_tower(3, "A", "B", "C")

CS700 45


	Recursion
	Recursion คืออะไร
	การคำนวณผลรวมของจำนวนในลิสต์
	Slide Number 4
	Slide Number 5
	Slide Number 6
	Slide Number 7
	Slide Number 8
	Slide Number 9
	Slide Number 10
	Slide Number 11
	กฎสามข้อของ Recursion 
	Slide Number 13
	Slide Number 14
	Slide Number 15
	การเปลี่ยนเลขจำนวนเต็มเป็นข้อความในฐานใดๆ
	Slide Number 17
	Slide Number 18
	Slide Number 19
	Slide Number 20
	Slide Number 21
	Slide Number 22
	Slide Number 23
	Slide Number 24
	Implement recursion ด้วย stack
	Slide Number 26
	Slide Number 27
	Slide Number 28
	Slide Number 29
	Slide Number 30
	แบบฝึกหัด
	แบบฝึกหัด
	Tower of Hanoi
	Slide Number 34
	Tower of Hanoi
	Slide Number 36
	Slide Number 37
	Slide Number 38
	Slide Number 39
	Slide Number 40
	Slide Number 41
	Slide Number 42
	Slide Number 43
	Slide Number 44
	Slide Number 45

