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Algorithm Design and Analysis 

บทท่ี 9
Dynamic Programming Part IV

1

วันสอบปลายภาค :  วันเสารที่ 7 ธ.ค. 2562

เวลา 8:00 -11:00 น. (ตามประกาศมหาวิทยาลยั)

วิชาบังคับกอน:  204251 และ 206281
ผูสอน: ตอน 1 อ. เบญจมาศ ปญญางาม เรียน หอง 201

ตอน 2 อ. ดร. จักริน ชวชาติ เรียน หอง 209
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9 Longest Common Subsequence

Subsequence ของ string S คือเซตของอักขระที่ปรากฏในลําดับจากซายไปขวา ไม

จําเปนตองมาจากลําดับติดกัน

ตัวอยางเชน  กําหนด string S เปน ACTTGCC

 ตัวอยาง subsequence ของ S

ACT, ATTC, T, AC, ACTTGC ทั้งหมดนี้เปน subsequence

‣ ตัวอยางที่ไมใช subsequence ของ S

TTA, ATGA
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9 Common subsequence

Common subsequence ของ 2 string คือ subsequence ที่
ปรากฏในท้ังสอง string 

Longest common subsequence คือ common subsequence 
ที่มีความยาว(จํานวนตัวอกัขระ) มากท่ีสุด

ตัวอยาง

S1 = AAACCGTGAGTTATTCGTTCTAGAA

S2 = CACCCCTAAGGTACCTTTGGTTC

ลองหา Longest common subsequence ของ S1 กับ S2
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9 ตัวอยาง Longest Common Subsequence

S1 = AAACCGTGAGTTATTCGTTCTAGAA

S2 = CACCCCTAAGGTACCTTTGGTTC

LCS = ACCTAGTACTTTG
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9 Bruteforce algorithm

สมมติวา มี sting x[1...m] และ y[1..n] ท่ีตองการหา LCS 

   เราจะตรวจสอบทุกๆ subsequence ของ x วา เปน
subsequence ของ y หรือไม

วิเคราะห

 หากเรามี subsequence อยู 1 แบบ    การจะเปรียบเทียบวาทั้ง 2 string  มี
subsequence ตรงกันไหมใชเวลาเทาไร

‣ ใชเวลา O(m+n)

 กรณี string ยาว n ตวั  จะสามารถสราง substring ได 2n แบบ

‣ ดังนั้น worst case running time ในการเปรียบเทียบทุกรูปแบบคือ O((m+n) 2n)
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9 Dynamic Programming

1. นิยาม subproblem

พิจารณาความยาวของ longest common subsequence

ใช LCS หาคาของมนัเอง

เราจะแทนความยาวของ sequence s ดวย |s|

แนวทาง เราจะพิจารณา prefixes ของ x และ y

นิยาม c[i,j] = |LCS(x[1..i],y[1..j])|

แลว c[m,n] = |LCS(x,y)|
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9 Dynamic Programming

2. หา recurrence ของ subproblem

หากกําลังพิจารณา string x ถึงตําแหนงอักขระที่  i

       และพิจารณา string y ถงึตําแหนงอักขระท่ี  j

กําหนดให Z = z1z2…zp เปน LCS ที่เปนคําตอบที่ดีที่สุดของ x[1..j] และ y[1..j] จะแบงได

2 กรณี

1) x[i] = y[j]  หมายถึงกรณีอักขระใน string x ตัวที่ i และอักขระใน string y ตัวท่ี j 

เหมือนกัน

2) x[i] != y[j] หมายถึงกรณีอักขระใน string x ตัวที่ i และอักขระใน string y ตัวที่ j ไม

เหมือนกัน    
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9 Dynamic Programming : หา recurrence
9

(1) กรณี x[i] = y[j] หมายถึงกรณีอักขระใน string x ตวัท่ี i และอักขระใน 

string y ตวัท่ี j เหมือนกัน

เชน กําหนด x=BDCABA และ y=ABCBDAB

หากกาํลังพิจารณาตําแหนงที่ i=5 และ j=4 นั่นคือ x[5] = y[4] =‘B’

 จะพบวา z1z2…zp-1 เปนคําตอบที่ดีท่ีสุดของ x[1..i-1] (“BDCA”)  และ y[1..j-1] (“ABC”)  นั่นคือ
มี “BC” เปน LCS

 ดังนั้น คําตอบท่ีดีท่ีสุดของ x[1..i] (“BDCAB”) และ y[1..j] (“ABCB”) 

 จะเทากับ 1 + คําตอบท่ีดีที่สุดของ x[1..i-1] และ y[1..j-1]  น่ันคือ LCS เปน “BCB”  

 หรือก็คือ c[i, j] = 1+ c[i-1, j-1]  น่ันเอง
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9 Dynamic Programming : หา recurrence
10

(2) กรณีที่สอง x[i]  y[j] หมายถึงกรณีอักขระใน string x ตัวท่ี i และอักขระ

ใน string y ตัวที่ j ไมเหมือนกัน

เชน กําหนด x=BDCABA และ y=ABCBDAB

หากกําลังพิจารณาตําแหนงที่ i=6 และ j=4 นั่นคือ x[6]  y[4] 

 พบวาความยาวของคําตอบที่ดีท่ีสุดไมเพ่ิมข้ึน 

 ดังนั้น z1z2…zp จะเปนคําตอบท่ีดีท่ีสุดท่ีเปนคามากกวาระหวาง

     1) x[1..i-1] (string “BDCAB”)  และ y[1..j] (string “ABCB”)

     2) หรือ x[1..i] (string “BDCABA”)  และ y[1..j-1] (string “ABC”)

  น่ันคือ c[i,j] = max(c[i, j-1], c[i-1, j])
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9 Dynamic Programming : หา recurrence
11

 เขียนสมการ recurrence ไดดังน้ี

หากเขียน algorithm แบบ recursive จะไดวา

LCS(x, y, i, j){

if x[i]==y[j] then

c[i, j] = LCS(x, y, i-1, j-1)+1

else c[i, j] = max{LCS(x, y, i-1, j),  LCS(x , y, i, j-1)}

}
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9
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9 Dynamic programming

3.หา Base case

ถา string y ไมมีสักตัว (ยาว=0 ตัว) LCS ควรเปนเทาไร

for i=1 to m

c[i,0] = 0

ถา string x ไมมีสักตัว (ยาว=0 ตวั) LCS ควรเปนเทาไร

for j=1 to n

c[0,j] = 0

Comp science CMU  

CS 204451

อ. ดร. จักริน ชวชาติ 
อ. เบญจมาศ ปญญางาม

บทท่ี 

9 Dynamic programming : Algorithm

LCS(x,y)
for(i=0 to m) c[i,0] = 0
for(j=0 to n) c[0,j] = 0
for(i=1 to m)

for(j=1 to n)
if(x[i]=y[j])

c[i,j] = c[i-1,j-1]+1
else c[i,j] = max{c[i-1,j], c[i,j-1]}

Running Time= O(mn) เนื่องจากคํานวณและเรียกใชแตละชองเสียเวลา
เปน constant
Space = O(mn)
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A

เริ่มตน
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0

0

0

0

0

0

ใสคา Base case

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

0

0

0

0

0

x[1]!=y[1]

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1

0

0

0

0

0

x[1]=y[2]

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1

0

0

0

0

0

x[1]!=y[3]

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1

0

0

0

0

0

x[1]=y[4]

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1

0

0

0

0

0

x[1]!=y[5]

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1

0

0

0

0

0

x[1]!=y[6]

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1

0

0

0

0

0

x[1]=y[7]

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Dynamic programming : Example

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 2 2 2

0

0

0

0

เทยีบกับ x[2]

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Fill จนครบ

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 2 2 2

0 0 1 2 2 2 2 2

0 1 1 2 2 2 3 3

0 1 2 2 3 3 3 4

0 1 2 2 3 3 4 4

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Fill จนครบ

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 2 2 2

0 0 1 2 2 2 2 2

0 1 1 2 2 2 3 3

0 1 2 2 3 3 3 4

0 1 2 2 3 3 4 4

สร้างตารางย้อนกลบั

เหมือนกนั ให้ใส่

หากเลือกจากด้านบนให้ใส่ 

หากเลือกจากด้านซ้ายให้ใส่

จดุทีÉเป็น          คือคาํตอบ

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A
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9 Fill จนครบ

 X=BDCABA

 Y=ABCBDAB

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 2 2 2

0 0 1 2 2 2 2 2

0 1 1 2 2 2 3 3

0 1 2 2 3 3 3 4

0 1 2 2 3 3 4 4

A B C B D A B

A

B

C

B

D

A

สร้างตารางย้อนกลบั

เหมือนกนั ให้ใส่

หากเลือกจากด้านบนให้ใส่ 

หากเลือกจากด้านซ้ายให้ใส่

จดุทีÉเป็น          คือคาํตอบ

Comp science CMU  

CS 204451

อ. ดร. จักริน ชวชาติ 
อ. เบญจมาศ ปญญางาม

บทท่ี 

9 แบบฝกหัด
28

1)   จงเขียนตาราง c[i, j]  เพื่อคนหาคําตอบท่ีเปน LCS ระหวางสตรงิ 
X= BACBAD และสตริง Y=ABAZDC

2)   จงเขียนอัลกอริทึมในการคนหาและพมิพคาสตริงที่เปนคําตอบของ
ปญหา LCS ระหวางสตริง X และสตริง Y จากตาราง c[i, j]  เมื่อ
กําหนดให m คือความยาวสตริง X และ n คอืความยาวสตรงิ Y 
Grader 
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9 Weighted Interval Scheduling
30

กําหนดให งาน j เริ่มเวลา Sj เลิกเวลา fj และมีน้ําหนักหรือคา vj

                     งานสองงานใดๆ จะสอดคลองกันถาไมใชเวลารวมกัน

Goal: หาซบัเซตของงานที่สอดคลองกันท่ีมีคานํ้าหนักรวมมากท่ีสุด

คําถาม: จะหา algorithm ในการแกปญหาน้ีอยางไร

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1110

a

b

c

d

e

f

g

h

weight=2

weight=1

weight=1

weight=1

weight=4

weight=1

weight=1

weight=2
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9 Greedy algorithm
31

ทบทวน Unweighted Interval Scheduling

Greedy algorithm จะใชไดกับกรณีที่ weight เปน 1

- พิจารณางานโดยเรียงตามลําดับเวลาเสร็จจากนอยไปมาก

- เพ่ิมงานไปยังเซตคําตอบถาสอดคลองกับงานที่ถูกเลือกไวกอนหนา

คําถาม: จะเกิดอะไรขึ้นถาเรานําเอา greedy algorithm ของ Interval scheduling มา
ใชกับ weighted interval scheduling

คําตอบ: มีขอขัดแยง

a

bweight=999

weight=1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1110
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9 Greedy algorithm
32

คําถาม: จะเกิดอะไรขึ้นถาเราใชวิธี greedy โดยใสงานท่ีมีน้ําหนักมากสุดกอน

คําตอบ: ก็ยังมีขอขัดแยง

a

bweight=2

weight=1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1110

c d
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9 Greedy algorithm
33

คําถาม: จะเกิดอะไรขึ้นถาเราใชวิธี greedy โดยใชการเรียงนํ้าหนักตอเวลา

คําตอบ: ก็ยังมีขอขัดแยง

a

bweight=6

weight=9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1110
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9 Brute-force algorithm
34

คําถาม: เราอาจจะตองลองทุกแบบที่เปนไปได แลวเราจะทําอยางไร

คําตอบ: ใช backtracking การยอนกลับ

คําถาม: จํานวนของรูปแบบการเลือกงานท่ีเปนไปไดท้ังหมดไมเกิน
เทาไร (n2, n3, 2n, 2!)

คําตอบ: กรณีแยสุด O(2n) แตบางรูปแบบอาจจะเกิดข้ึนไมได

 แลวเราจะทําใหดีข้ึนไดอยางไร
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9 Dynamic programming
35

 เราจะกําหนดปายช่ือใหกับงานใหมตามเวลาเสร็จงาน f1<f2<…<fn

นิยาม p(j) แทน index i ที่มากสุดท่ี i<j และ i สอดคลองกับ j

ตัวอยางเชน p(8)=5, p(7)=3, p(2)=0

j p(j)

0 -

1 0

2 0

3 0

4 1

5 0

6 2

7 3
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9 Dynamic programming
36

1. นิยาม subproblem

    ให S(j) แทนคาของคําตอบที่ดีที่สุดที่ประกอบดวยงานท่ี 1, 2, …, j

เราพบวามี 2 กรณี

 กรณีแรก j ถูกเลือก

     ไมสามารถใชงานที่ไมสอดคลอง {p(j), p(j+1), … j-1}

จะตองรวมเขากับคําตอบที่ดทีี่สุดของปญหาที่ประกอบดวยงานที่ 
1, 2, …, p(j)

 กรณีที่สอง j ไมถูกเลือก

     ดังน้ันจะมีคาเทากับคาํตอบที่ดีที่สดุของปญหาที่ประกอบดวยงานที่ 1, 2, …, j-1

S[j]= max{vj + S[p(j)], S[p(j-1)]}
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9 Dynamic programming
37

2. หา Base case

หากไมมีสกังานตอบอะไร 

S[0] =0

3. หาสมการ Recurrence ของ problem
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9 Improve Complexity by using recursive algorithm 
38

Input: n, s1,s2,…,sn, f1,f2,…,fn,v1,v2,…,vn

Sort jobs by finish time so that f1 < f2, …, <fn

Compute p(1), p(2),…,p(n)

Compute-opt(j){

if(j=0) 

return 0

else

return max(vj+Compute-opt(p(j)),Compute-opt(j-1)

}
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9 Brute-force algorithm
39

จากการสังเกตเราพบวาเม่ือใช recursive อยางเดียวจะพบวามีปญหายอยที่ซอนกนัมาก
=> exponential algorithm

ตัวอยางเชน จํานวนของการเวียน recursive จะมีลักษณะโตคลายกับ Fibonacci 
sequence

5
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9 Improve Complexity using Iterative Computation
40

Input: n, s1,s2,…,sn, f1,f2,…,fn,v1,v2,…,vn

Sort jobs by finish time so that f1 < f2, …, <fn

Compute p(1), p(2),…,p(n)
Iterative-Compute-opt(j){

S[0]=0
for(j=1 to n)

s[j] = max(vj+ s[p(j)],S[j-1])
}
return S[n]

S[j] = คาของคําตอบท่ีดีท่ีสุดสาํหรับงาน 1 ถึง j
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9 Weighted Interval Scheduling
41

เราจะกําหนดปายชื่อใหกับงานใหมตามเวลาเสร็จงาน f1<f2<…<fn

นิยาม p(j) แทน index i ที่มากสุดท่ี i<j และ i สอดคลองกับ j

ตัวอยางเชน p(8)=5, p(7)=3, p(2)=0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1110
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w=1
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w=4
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j p(j) S(j)
0 - 0
1 0
2 0
3 0
4 1
5 0
6 2
7 3
8 5


