
Minimum Spanning Tree
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Minimum Spanning Tree
•Minimum Spanning Tree Problem (MST)
• Cut property and Cycle property
•MST algorithms

• Prim
• Kruskal and Union-Find
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Minimum Spanning Tree
• ก ำหนด graph G=(V, E) ที่แต่ละเส้นเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีน ำ้หนัก 𝑐𝑒
• MST เป็น subset ของเส้นเชื่อม 𝑇 ⊆ 𝐸 ที่

• T เป็นต้นไม้ (ไม่มีวงจร)
• T เชื่อมกับทุกๆ โหนด
• ผลรวมของน ำ้หนักบนเส้นเช่ือมต ่ำที่สุด
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Applications
• Network design

• Telephone, electrical, cable TV

• Approximation algorithms for NP-hard problem
• Traveling salesman problem

• Indirect applications
• peer to peer streaming
• data mining
• clustering
• …
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Minimum Spanning Tree
• ในรูปเป็น minimum spanning tree หรือไม่
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Minimum Spanning Tree
• ก ำหนด graph G=(V, E) ที่แต่ละเส้นเช่ือม 𝑒 ∈ 𝐸 มีน ำ้หนัก 𝑐𝑒
• MST เป็น subset ของเส้นเช่ือม 𝑇 ⊆ 𝐸 ที่

• T เป็นต้นไม้
• T เชื่อมกับทุกๆ โหนด
• ผลรวมของน ำ้หนักบนเส้นเชื่อมต ่ำที่สุด

• เรำจะหำ minimum spanning tree แบบ greedy ได้อย่ำงไร
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อัลกอริทมึเชิงละโมบ
• Kruskal’s algorithm

• เร่ิมต้นด้วย 𝑻 = ∅ จำกนัน้พจิำรณำเส้นเชื่อมทีละเส้น
ตำมล ำดบัน ำ้หนักน้อยไปมำก เพิ่มเส้นเชื่อม 𝒆 ไปใน 𝑻
หำกไม่ท ำให้เกิดวงจร (cycle)

• Prim’s algorithm
• เร่ิมต้นด้วยโหนด 𝒔 หลังจำกนัน้จะสร้ำง 𝑻 โดยขยำยตวั
ออกจำก 𝒔 ในแต่ละขัน้จะเพิ่มเส้นเช่ือม 𝒆 ที่มีน ำ้หนักน้อย
ที่สุดออกจำก 𝑻 ที่เส้นเชื่อมนัน้มีจุดปลำยด้ำนหน่ึงตดิกับ
โหนดใน 𝑻
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ตัวอย่ำง
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พสูิจน์อัลกอริทมึ
• เรำจะพสูิจน์อัลกอริทมึเหล่ำนีด้้วยคุณสมบตัิ 2 อย่ำง

• Cut property
• Cycle property
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Cut และ Cut set
• Cut: Cut คือ subset ของโหนด
• Cutset: Cutset D ของ Cut S คือ subset ของเส้นเช่ือมที่
มีจุดปลำยด้ำนหน่ึงอยู่ใน S
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Cut C = {6, 7, 9}
Cutset D = 4-6, 3-7,8-9
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Cycle
• Cycle: Cycle คือเซตของเส้นเช่ือมที่เช่ือมต่อกันเป็น
วงจรและจุดปลำยเป็นจุดเดียวกัน
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Cycle C = 1-2, 2-3, 3-7,7-6, 6-4, 4-1
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Cycle-Cut Intersection
•พจิำรณำกำรทบักันระหว่ำง cycle กับ cutset จ ำนวนของ
เส้นเช่ือมที่ทบักันเป็นเท่ำไร (1, 2, คี่, คู่)

•พสูิจน์ เดนิไปตำม cycle จำกโหนด 𝒔 ∈ S พบว่ำทุกๆ
เส้นเช่ือมที่ออกจำก 𝑺 จะมีเส้นเช่ือมที่เข้ำ 𝑺 ก่อนจะไป
ถงึ 𝒔
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Cycle C = 1-2, 2-3, 3-7,7-6, 6-4, 4-1

Intersection = 3-7, 6-4

Cutset D = 4-6, 3-7,8-9
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Cut and Cycle property
• Cut Property ให้ 𝑺 แทน cut ใดๆ และให้ 𝒆 แทนเส้นเช่ือมที่มีน ำ้หนัก
น้อยที่สุดที่มีจุดปลำยด้ำนหน่ึงอยู่ใน 𝑺 แล้ว MST จะมีเส้นเชื่อม 𝒆 อยู่

• Cycle property ให้ 𝐂 แทน cycle ใดๆ และให้ 𝐟 แทนเส้นเช่ือมที่มี
น ำ้หนักมำกที่สุดใน 𝐂 แล้ว MST จะไม่มีเส้นเช่ือม 𝐟

C

f

e

e อยูใ่น MST f ไมอ่ยูใ่น MST
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Cut property
• เพ่ือให้ง่ำยต่อกำรพสูิจน์ สมมตใิห้น ำ้หนักของเส้นเช่ือมทุกเส้นไม่
เท่ำกัน

• ค ำถำม ให้ 𝑺 แทน subset ใดๆ ของโหนดและให้ 𝒆 แทนเส้นเช่ือมที่มี
น ำ้หนักน้อยที่สุดที่มีจุดปลำยด้ำนหน่ึงอยู่ใน 𝑺 เส้นเช่ือม 𝒆 นัน้ควรอยู่
ในทุกๆ MST หรือไม่

• ค ำตอบ ใช่ -> Cut property

e
e อยูใ่น MST
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Cut property
• เพื่อให้ง่ำยต่อกำรพสูิจน์ สมมตใิห้น ำ้หนักของเส้นเช่ือมทกุเส้นไม่เท่ำกัน

• cut property ให้ 𝑺 แทน subset ใดๆ ของโหนดและให้ 𝒆 แทนเส้นเชื่อมที่มี
น ำ้หนักน้อยที่สุดที่มีจุดปลำยด้ำนหน่ึงอยู่ใน 𝑺 แล้ว MST 𝑻∗ จะมีเส้นเช่ือม 𝒆

• พสูิจน์

จะใช้เทคนิคอะไร
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Cut property
• เพื่อให้ง่ำยต่อกำรพสูิจน์ สมมตใิห้น ำ้หนักของเส้นเช่ือมทกุเส้นไม่เท่ำกัน
• cut property ให้ 𝑺 แทน subset ใดๆ ของโหนดและให้ 𝒆 แทนเส้นเชื่อมที่มี
น ำ้หนักน้อยที่สุดที่มีจุดปลำยด้ำนหน่ึงอยู่ใน 𝑺 แล้ว MST 𝑻∗ จะมีเส้นเช่ือม 𝒆

• พสูิจน์ พสูิจน์โดยข้อขัดแย้ง
สมมตว่ิำ 𝒆 ไม่อยู่ใน 𝑻∗ จะเกดิอะไรขึน้

พบข้อขัดแย้งแสดงว่ำสิ่งที่สมมตมิำไม่จริง
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Cut property
• เพื่อให้ง่ำยต่อกำรพสูิจน์ สมมตใิห้น ำ้หนักของเส้นเช่ือมทกุเส้นไม่เท่ำกัน
• cut property ให้ 𝑺 แทน subset ใดๆ ของโหนดและให้ 𝒆 แทนเส้นเชื่อมที่มี
น ำ้หนักน้อยที่สุดที่มีจุดปลำยด้ำนหน่ึงอยู่ใน 𝑺 แล้ว MST 𝑻∗ จะมีเส้นเช่ือม 𝒆

• พสูิจน์ พสูิจน์โดยข้อขัดแย้ง
สมมตว่ิำ 𝒆 ไม่อยู่ใน 𝑻∗ จะเกดิอะไรขึน้
เมื่อเรำเพิ่ม 𝒆 เข้ำไปใน 𝑻∗ จะเกดิ cycle C ใน 𝑻∗

แสดงว่ำมีเส้นเชื่อมอื่นใน C สมมตว่ิำเป็นเส้น 𝒇 ที่มีปลำยข้ำงหน่ึงอยู่ใน S
𝑻′ = 𝑻∗ ∪ 𝒆 − {𝒇} ยังเป็น spanning tree อยู่
ดังนัน้ 𝒄𝒆 < 𝒄𝒇 ท ำให้ได้ว่ำ 𝒄𝒐𝒔𝒕 𝑻′ < 𝒄𝒐𝒔𝒕(𝑻∗)
พบข้อขัดแย้งว่ำเร่ิมต้นเรำมี 𝑻∗ ที่มีค่ำน้อยที่สุด แต่เรำพบ 𝑻′ ที่มีค่ำน้อยกว่ำ
แสดงว่ำสิ่งที่สมมตมิำไม่จริง

f

e

S
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Cycle property
• เพ่ือให้ง่ำยต่อกำรพสูิจน์ สมมตใิห้น ำ้หนักของเส้นเช่ือมทุกเส้นไม่
เท่ำกัน

• ค ำถำม ให้ 𝐂 แทน cycle ใดๆ MST มีทุกเส้นเช่ือมใน 𝐂 หรือไม่

• ค ำตอบ ไม่ใช่

• ค ำถำม แล้วเส้นไหนไม่ควรอยู่ใน 𝐂

• ค ำตอบ เส้นที่น ำ้หนักมำกสุด-> Cycle property

C

f
f ไมอ่ยูใ่น MST
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Cycle property
• เพื่อให้ง่ำยต่อกำรพสูิจน์ สมมตใิห้น ำ้หนักของเส้นเช่ือมทกุเส้นไม่เท่ำกัน

• cycle property ให้ 𝐂 แทน cycle ใดๆ ใน G และให้ f แทนเส้นเชื่อมที่มี
น ำ้หนักมำกที่สุดใน 𝐂 แล้ว MST  T* จะต้องไม่มี f

• พสูิจน์

จะใช้เทคนิคอะไร
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Cycle property
• เพื่อให้ง่ำยต่อกำรพสูิจน์ สมมตใิห้น ำ้หนักของเส้นเช่ือมทกุเส้นไม่เท่ำกัน

• cycle property ให้ 𝐂 แทน cycle ใดๆ ใน G และให้ f แทนเส้นเชื่อมที่มี
น ำ้หนักมำกที่สุดใน 𝐂 แล้ว MST  T* จะต้องไม่มี f

• พสูิจน์ พสูิจน์โดยข้อขัดแย้ง

สมมตว่ิำ f อยู่ใน 𝑻∗ จะเกดิอะไรขึน้

พบข้อขัดแย้งแสดงว่ำสิ่งที่สมมตมิำไม่จริง
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Cycle property
• เพื่อให้ง่ำยต่อกำรพสูิจน์ สมมตใิห้น ำ้หนักของเส้นเช่ือมทกุเส้นไม่เท่ำกัน

• cycle property ให้ 𝐂 แทน cycle ใดๆ ใน G และให้ f แทนเส้นเชื่อมที่มี
น ำ้หนักมำกที่สุดใน 𝐂 แล้ว MST  T* จะต้องไม่มี f

• พสูิจน์ พสูิจน์โดยข้อขัดแย้ง

สมมตว่ิำ f อยู่ใน 𝑻∗ จะเกดิอะไรขึน้

กำรลบเส้นเช่ือม f ออกจำก 𝑻∗ จะท ำให้ 𝑻∗ ขำด

ให้ S เป็นด้ำนหน่ึงของ cut ใน T*

จะมีเส้นเช่ือมอื่นใน C สมมตว่ิำเป็น 𝒆 ที่มีจุดปลำยด้ำนหน่ึงอยู่ใน S

𝑻′ = 𝑻∗ ∪ 𝒆 − {𝒇} ยังเป็น spanning tree อยู่

ดังนัน้ 𝒄𝒆 < 𝒄𝒇 ท ำให้ได้ว่ำ 𝒄𝒐𝒔𝒕 𝑻′ < 𝒄𝒐𝒔𝒕(𝑻∗)

พบข้อขัดแย้งแสดงว่ำสิ่งที่สมมตมิำไม่จริง

f

e

S
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Kruskal’s algorithm
ใช้ priority queue ในกำรเก็บ
เส้นเช่ือมที่อยู่นอกกลุ่ม cloud
โดยที่มี

Key: น ำ้หนัก
Element: เส้นเช่ือม

ตอนท้ำยสุดเรำจะเหลือกลุ่ม
cloud เพียงกลุ่มเดียวที่รวมเป็น 
MST

Algorithm KruskalMST(G)
for each vertex V in G do

define a Cloud(v) of = {v}
let Q be a priority queue.
Insert all edges into Q using their 

weights as the key
T = ∅
while T has fewer than n-1 edges do

edge e = T.removeMin()
Let u, v be the endpoints of e
if Cloud(v) ≠ Cloud(u) then

Add edge e to T
Merge Cloud(v) and Cloud(u)

return T
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Kruskal’s algorithm 
ทฤษฎีบท Kruskal’s algorithm ให้ผลลัพธ์เป็น MST

พสูิจน์ เรำจะเพิ่มเส้นเช่ือมเข้ำไปใน T ทีละเส้นจำกน้อยไปมำก ซึ่ง
แบ่งเป็น 2 กรณี

กรณี 1 ถ้ำเพิ่มเส้นเช่ือม e ไปใน T แล้วสร้ำง cycle C แล้ว e คือเส้นเช่ือม
ที่มีน ำ้หนักมำกที่สุดใน C จำก cycle property จะยืนยันว่ำ e จะไม่อยู่ใน
MST

23
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Kruskal’s algorithm 
ทฤษฎีบท Kruskal’s algorithm ให้ผลลัพธ์เป็น MST

พสูิจน์ เรำจะเพิ่มเส้นเช่ือมเข้ำไปใน T ทีละเส้นจำกน้อยไปมำก ซึ่ง
แบ่งเป็น 2 กรณี

กรณี 2 ถ้ำเพิ่มเส้นเช่ือม e=(v,w) ไปใน T แล้วไม่เกดิ cycle แล้ว e คือเส้น
เช่ือมที่มีน ำ้หนักน้อยที่สุดที่มีจุดปลำยจุดหน่ึงอยู่ใน S จำก cut property
จะยืนยันว่ำ e จะอยู่ใน MST
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Prim’s algorithm
ทฤษฎีบท Prim’s algorithm ให้ผลลัพธ์เป็น MST

พสูิจน์ ก ำหนดให้ S เป็น subset ของโหนดในต้นไม้ปัจจุบัน T

Prim’s algorithm จะเพิ่มเส้นเช่ือมที่น ำ้หนักน้อยที่สุด e ที่มีสุดปลำยจุด
หน่ึงอยู่ใน S

จำก cut property จะยืนยันว่ำเส้นเช่ือม e ต้องอยู่ใน MST

e

S
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Kruskal’s algorithm
เรำกล่ำวถงึ cloud ซึ่งแสดงกลุ่มของเส้นเช่ือม ว่ำเส้น
เช่ือมนีอ้ยู่กลุ่มไหน อีกทัง้มีกำรด ำเนินกำร 2 อย่ำงได้แก่

มีกำรตรวจสอบเส้นเชื่อม e=(u, v) ว่ำ จุดปลำย u
และ v อยู่ cloud เดียวกันหรือไม่

มีกำรรวม กลุ่ม u และ v เป็นกลุ่มเดียวกัน

ท ำอย่ำงไรดี

26



Disjoint-set data structure
• Disjoint-set data structure เป็นโครงสร้ำงข้อมูลที่ตดิตำม
เซตของสมำชิกที่ถูกแบ่งออกเป็นซับเซตที่ไม่มีสมำชิก
ร่วมกัน

1 765432

1 543762

7 singletons

หลงัจาก union, 
บางเซตจะถกูรวมเข้าด้วยกนั
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ตัวอย่ำง: Network Connectivity

Basic abstractions
• set of objects
• union operation: connect 

two objects
• find operation: is there is 

a path connecting one 
object to another?

28



Objects

Union-find applications involve manipulating objects of all types.
• Computer in a network
• Web pages on the Internet
• Variable name aliases
• Connected components
• …

When programming, convenient to name them to 0 to N-1
• Hide details not relevant to union-find
• Integers allow quick access to object-related info
• could use symbol table to translate from object names

29



Union-find abstractions
Simple model captures the essential nature of connectivity

• Objects
0     1     2     3     4     5     6     7     8     9

• Disjoint sets of objects
0     1     {2     3    7}     4     {5     6}         {8     9}

• Find query: are objects 2 and 9 in the same set?
0     1     {2     3    7}     4     {5     6}         {8     9}

• Union command: merge sets containing 3 and 8

0     1     {2     3    7 8 9}     4         {5     6}        

30



Connected Components
• Connected component: set of mutually connected 

vertices

1
2 3 7

4
5

6

0

8

3 connected components

After union(0,4),
2 connected components
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Quick-find
Data structure
• Integer array id[] of size N
• Interpretation: p and q are connected if there have the 

same id.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

id[i] 0 1 9 9 9 6 6 7 8 9

5 and 6 are connected
2,3,4 and 9 are connected

32



Quick-find

• Find: check if p and q have the same id.
• Union. To merge components containing p and q, 

change all entries with id[p] to id[q].

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

id[i] 0 1 9 9 9 6 6 7 8 9
5 and 6 are connected
2,3,4 and 9 are connected

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

id[i] 0 1 6 6 6 6 6 7 8 6

union of 3 and 6
2,3,4,5,6 and 9 are connected

problem: many value can change
33



Quick-find:Implementation
int id[N];
void QuickFind(int N){ 

for(int i=0; i<id.lenght(); i++)
id[i] = i;

}
int find(int p, int q){

return id[p]==id[q];
}
void unite(int p, int q){

int temp = id[p];
for(int i=0; i<id.lenght(); i++){

if(id[i]==temp)
id[i] = id[q];

}
}

Quick-find algorithm may take ~MN steps to 
process M union commands on N objects
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Quick-union
Data structure
• Integer array id[] of size N
• Interpretation: id[i] is parent of i.
• Root of i id[id[…id[i]…]]

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

id[i] 0 1 9 4 9 6 6 7 8 9

0 9 71 6

52

3

4
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Quick-union

• Find(p, q): check if p and q have the same root.

• Union(p, q). Set the id of q’s root to the id of p’s root

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

id[i] 0 1 9 4 9 6 6 7 8 9

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

id[i] 0 1 9 4 9 6 9 7 8 9

only one value changes
problem: trees can get tall

0 9 71 6

52

3

4

8

0 9 71

6

5

2

3

4

8

After union(6,4)
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Quick-union:Implementation
int id[N];
void QuickUnion(){ 

for(int i=0; i<id.lenght(); i++)
id[i] = i;

}
int root(int i){

while(i !=id[i])
i=id[i];

return I;
}
int find(int p, int q){

return root(p)==root(q);
}
void union(int p, int q){

int i = root(p);
int j = root(q);
id[i]=j;

}

Practice : 
Draw the final tree when 

call union operation with this 
sequence:
3-4, 4-9, 8-0, 2-3, 5-6, 5-9, 7-

3, 4-8, 6-1
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Improvement 1: weighting
Weighted quick-union

• Modify quick-union to avoid tall trees.

• Keep track of size of each component.

• Balance by linking small tree below large one.

Ex. Union of 5 and 3

• Quick union: link 9 to 6

• Weight quick union: link 6 to 9

0 9 71 6

52

3

4

8

38



Weighted quick-union
Almost identical to quick union.

Maintain extra array sz[] to count number of elements in the tree rooted at I

Find. Identical to quick-union

Union. Modify quick-union to
merge smaller tree into larger tree
update the sz[] array

if(sz[i] < sz[j]) {
id[i] = j; sz[j] += sz[i];

} else {
id[j] = i; sz[i] += sz[j];

} 39



3-4 0 1 2 3 3 5 6 7 8 9

4-9 0 1 2 3 3 5 6 7 8 3

8-0 8 1 2 3 3 5 6 7 8 3

2-3 8 1 3 3 3 5 6 7 8 3

5-6 8 1 3 3 3 5 5 7 8 3

5-9 8 1 3 3 3 3 5 7 8 3

7-3 8 1 3 3 3 3 5 3 8 3

4-8 8 1 3 3 3 3 5 3 3 3

6-1 8 3 3 3 3 3 5 3 3 3

0 971 652 3

4

8

0

9

71 652 3

4

8

09

71 652 3

4
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09

71 65
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09

71

6

5
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09

71

6

52

3

4

8
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1
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52
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8

0

97

1
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trees stay flat
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Performance

• Homework: ให้ Implement Union-Find Data structure

Data Structure Union Find

Quick-find N 1

Quick-union N N

Weighted QU lg N lg N
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